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werden flir die Zeit vom November 67 bis Januar 68 dargestellt.
Diese Koeffizienten sind objektive und optimale Zirkulations-
parameter. Sdhlieﬁlich wird ein Ausblick auf weitere Anwendungs-
méglichkeit gegeben und berichtet, wie diese Untersuchung auf

alle Jahreszeiten ausgedehnt werden soll.



Abstract

The height qf the 500 mb surface of the Northern Hemisphere

for the winter”ié expanded in horizontal Empirical Orthogonal
Functions. To reduce the amount of data, every day's height field
was expanded in surface-spherical harmonics. Only those

harmonics were used which are symmetric to the equator and

which have a great circle Wave nuﬁber n £ 12 and a zonal wave
number |m| £ 8., With this truncation each field has 79 numbers

of freedom. Hence, 79 Orthogonal Functions can be computed.

It will be demonstrated by the presentation of their variances
and of the standard deviation of their truncated series . that

only the first 22 to 27 Orthogonal Functions have a significant
meteorological meaning. The standard deviation has the value

of 33 gpm when truncating the serxies after the 22nd mode.

The first 19 Orthogonai Functions are represented by'contoui
lines on circumpolar charts until 30°N and by the dist?ibution

of energy of the different spheric surface waves. The energy
spéctra of the first 16 Orthogonal Functions wetre listed as a
fuinction of wave numbe;s. It is shown by an e#ample how to use
the empirical Orthogonal Functions to filtexr out the meteorologically
gnimportaﬁ% 6r incorrect no?se.'The most important empirical
Orthogénal Fﬁnctions were correlated with the land-sea distribution,
the orography and the radilation parametexs at the upper boundary
of the atmosphere, A primitive olimatological wind field

was calculated from the fgrst empirical Orthogonal Function,

The time-depending coefflcients of the mbst important empirical

Functions are shown for the time from November 67 until January 68,



These coefficients are objective and optimal circulation parameters.
In the last chapters it is reported how these functions can be

used further and how this investigation will be extended to all

seasons.



1.

Einleitung

Will man die meteoroclogischen Erfahrungen , die uns die jahre-
langen Ro&tfnemessungen geliefert haben, in komprimierter
Form objektiv darstellen, so eignen sich dafiir die natilirlichen
Orthogonalfunktionen. Ihre allgemeine Definition, ihre
Eigenschaften und die Methode, um sie zu berechnen, ist aus-
fdhrlich von LORENZ [1] geschildert worden. Doch bezog

sich seine Anwendung auf die vertikalen Zusammenhdnge der
Atmosphédre. BRADLEY und WIIN-NIELSEN[2] haben die vertikalen
Orthogonalfunktionen fiir die Darstellung meridionaler
Zusammenhdnge verwendet, CRADDOCK und FLOOD [3] haben diese
Methode nur auf die éusammenhénge in der horizontalen 500 mb-
Fl&dche angewendet. Die hier vorgelegte Arbeit unterscheidet
sich von der letzteren in erster Linie durch das untersuchte
Gebiet und die Axrt der Datendarstellungen, die den

natlirlichen Orthogonalfunktionen zugrunde liegen. W&hrend
CRADDOCK und FLOOD [3] Daten an festen Gitterpunkten verwenden
die auf der Nordhalbkugel nicht lberall gleichmdfBig verteilt
sind, werden in der hier vorgelegten Arbeit die Horizontal-
felder durch Kugelfld3chenfunktionsreihen dargestellt.

Dabei werden nur die zum Kquatoi spiegelbildlich liegenden
Funhktionen verwendet, womit eine Darstellung dexr vollstdndigen
Nordhalbkugel gewdhrleistet ist, wenn auch mit einer gewissen
Verzerrung infolge der Spilegelung, speziell in dguatorndhe.
Ferner unterscheidet sich die vorgelegte ‘Arbeit von der oben
zlitierten dadurch, daB in diesér Arbeit hier nur die
Verhiltnisse im Whnmr>untersucht werden; dadurch

erhdlt man im wesentlichen nur die



wetterwirksamen Anteile, wdhrend der Jahresgang, der bei CRADDOCK
und Flood [3] die grdBten Schwankungen liefert, in der vorgelegten
Arbeit kaum von EinfluB ist. Die natiirlichen oder empirischen
Orthogonalfunkfioﬁen sind reine Funktioneﬁ des geographischen
Ortes. Man erhdlt sie als Eigenfunktionen der Kovarianzmatrix

der MeBwerte an den verschiedenen geographischen Punkten. Da diese
Funktionen ausschlieBlich durch die MeBwerte gepridgt werden,

sind es natilirliche Funktionen. Die Orthogonalit&t bedeutet, daf

je zwei verschiedene Funktionen voneinander unabhidngige meteoro-

logische Information enthalten,
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Zur Vereinfachung der Schreibweise werden zwei Mittelungsdefinitionen
eingefﬁhrt.‘xst (b ,A,t) eine beliebige von der geographischen

Breite ¢ , der geographischen Linge A und der Zeit t abhdngige GréBe,
so stellt der Querstrich unteeroftlassung dex Argumenﬁe ¢ und A

das Fla&chenmittel iUber die Nordhalbkugel dar:
T n/2

3(E) = %ﬁ 9 ,A,t) cos $dpah (1)

Ist At ein bestimmter Zeitidum, der nicht notwendigerweise
zusammenhdngend seln muB, und m(At) sein MaR, so stellt ein
Dach unter Fortlassung des Argumentes t, das Mittel dber diesen

Zeltraum dar:

™~
ﬁ;;}t) =

Y ¢ ,A,t)dt | b (2

At



Fehlt rechts in der Formel (1) das Argument t der Funktion ¢,

so wird es auch links weggelassen, fehlen rechts in der Formel (2)

die Argumente ¢ und A, so fallen sie auch links fort.

Jetzt sei ¢(¢;ﬁft) unser gemessenes Feld, also das Geopotential

der 500 mb-Flé&che. Dies Feld soll durch eine Reihe dargestellt

werden, deren Summanden aus zwel Faktoren bestehen, von denen der

eine nur vom Ort und der andere nur von der Zeit abhingen:

N
@@, A,t) = § e (t). P 6, (3)

i

Pi(¢,l) heiBt die i-te nattirliche Orthogonalfunktion und ci(t)
ihr Koeffizient, falls die Reihenglieder die nachfolgende
Extremalbedingung (6) und die ci(t) noch zusédtzlich die

Normierungsbedingung (7) erfillen. Die Teilreihe

il b

2 6t = e, (£)+ P (G ,A) 1€ n<n (4)

i=1

hat den Fehler

i

n
o A, t) - ) ey (B)R, @ ,A)
i=1

fn(¢ PAL ) = <I)(¢ I>\’t) - ‘I’n(d) '>\]t) Lz

Das liber Raum und Zeit gemittelte Fehlerguadrat soll nun fir

n=1,2,..v,N-1 stets ein absolutes Minimum bilden:
Py '
£

2 i = Minimuii fdr n = 1'25';"N“1‘ (6)

Fn =

Die ci(t) sollen auf 1 normlert sein:

= 1 fﬁr i = 1'0.‘,N. (7)

o

3
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Aus der nach Formel (6) notwendigen Bedingung, daB Fn ein

relatives Extremum ist, folgt nach den Regeln der Variations-

-

rechnung
3 [ 2 B s
Bc.lfn (t)] = 0 fir i = 1,...,n (8)
l-
/\
226, =o0 far i = 1 n (9)
aPi n ’ P ey 12

weil sowohl die ci(t) als auch die Pi(éyk) variiert werden missen
Die Gleichungen (8) und (9) missen zuerst flUr n=1, danach fir
n=2 und sofort bis n=N-1 angewendet werden. Zundchst sei n=1.

Aus (8) erhdlt man unter Verwendung von (5)

1-—-_._.._—-—-._..
cl(t) = 3 @(t)-Pl (10)
w
1
mit der Abkirzung w, = P, {11)

Aus (9) erhdlt man analog, aber unter Berlicksichtigung der
Normierungsbedingung (7)
Py oA) = ¢m1 (12)

(10) in (12) eingesetzt, ergibt eltié Integralgleichung mit

einer unbekannteq Funktion P1(¢,A):

///fi\\\\ 2 ' .
Nun wird weiter unten gezeigt, daB man die Beziehungen (10), (12

uhéd (13) auf die Indices i=2,+..,N ausdehnen kann, wobei sich

ergibt, daf sowohl die ¢, (t) als auch die Punkte P, 6N



orthogonal sind:

AN 0 fiur i$k |
c e = (14)
1 fdr i=k /
0 fir i%k
P.P = (15)
i"k

w.2 fir i=k .
i

Die Gré&éBen wi2 stellen dabei zundchst nur AbklUrzungen fir die
Zahlenwerte dexr durxrch (15) gegebenen bestimmten Integrale dar.

Desweiteren wird also behauptet, daB folgende Formeln gelten

N

und
= X _ T .
c, (t) = —3 ATIT I (17)
i

Daraus folgt sofort
@ﬁ = w2 (60), (18)
APy =gty (e |

Nun zum Beweis der Formeln (14) bis (17):

Seien also die Gleié¢hungen (14) bis (18) fir i=n-1, nk2

bereits bewiesen. Dann folgt aus det Extremalbedingung (8) zundchsc

(3=}

. ck(t)PiPk

v

~E

. (19)

¢(t)Pi=A

und weégen der Induktionsvoraussgetzung (15) erhilt man

daraus £ir i<n

S wran 2
<I>(t)Pi = ci(t) Wy

+ ¢ ()P, P
n i'n
und daraus in Verbindung mit (17)

¢, (t)P, P = 0O
h i n



Da die Funktion c_(t) wegen (7) nicht identisch verschwinden

kann, ist die Orthogonalitétsrelation (15) auch flir i=n bewiesen.
Unter Verwendung dieser Orthogonalitdtsrelation erhé&lt man fir

i=n aus (19) d;e Formel (17). Ganz.analog leitet man aus

der Minimalbedingung (9), die Orthogonalitdt (14) der

ci(t) und die Beziehung (16) flUr i=n ab. Damit ist der Induktions-
beweis abgeschlossen und die Formeln (14) bis (18) sind fir
i=1,:..,N bewiesen. Flir den Wert des integrierten Fehlerquadrats

Fn2 erhdlt man aus (6) und (5) unter Berlicksichtigung der

Orthogonalititsrelation (14) und (15)

+

N n

2 2 2 2 A

Foo= Z w,” = F_“- Z LI (20)
S i=n+l i=1

o)

wobei F02= 9 das Raum- und Zeitmittel von @2(¢,A,t) ist.

Es war fﬁf‘Fnz nicht nur ein relatives, sondern sogar ein absolutes
Minimum gefordert worden. Das‘bedeutet, wie man der rechten

Seite von (20) entnimmt, ein Maximum fir wnz, gegenliber allen noch
nicht festgelegten Werten wiz. Die Menge aller wi2 sind ja als Eigen-
werte der Integralgleichung (18) festgelegt. Wegen der chen ange-

stellten Uberlegung missen die w mit wachsendem Index abnehmen:

i

T S I Y C(21)

Pi(¢,k) ist die zu'dem Eigenwert wi2 geharende Eigenfunkﬁion;

deren Normierung durch (15) gegeben ist. Damit sind die natirlichen
.Orthogoqalfunktionen Pi(¢;k) bei voneinander verschiedenen
Eigenwerten,'die man voraussetzen kann, bis auf das Vorzeichen
eindeutig bestimmt. Auf die Wahl des(Vgrzeichens werde ich bei der

konkreten Berechnung der Eigenwerte und der Eigénfunktionen im

Abschnitt 5 noch einmal zurtckkommen.



4.

Doch zundchst soll auf das verwendete Datenmaterial eingegangen

werden.

Die Daten

Ausgangsdaten waren die Maschinenanalysen des Deutschen Wetter-
dienstes, die vom DWD auch als Eingangsdaten fir die Vorhersage-
modelle benutzt wurden. Die Untersuchung erstreckte sich zundchst nur
auf die drei Wintermonate Dezember, Januar und Februar. Fir die
Berechnung der Pi(¢,k) wurden die entsprechenden Winterdaten

dexr Jahre 1966/67 bis 1971/72 verwendet; dabeil wird angenommen,

daB die fuinf verwendeten Jahre fir das allgemeine Wetter-

geschehen typisch sind., Da die hemisphdrische Wetterlage zeitlich
eine gewisse Erhaltungsneigung zeigt, das heiBt, die Wetter-
situation von einem Termin ist mit dem nd&chsten Termin korreliert,
wurde es zundchst flir nicht erforderlich gehalteéen, jeden Termin
heranzuziehen. Es wurde abwechselnd jeder dritte bzw. jeder vierte
Termin verwendet; das entspricht einem mittlefen Zeitabstand von
13/4 Tagen, da die OrlginalmeBsysteme einen zwédlfstiindigen Abstand
haben. Insgesamt sind 334 Termine f£lr die Berechnung der natlirlichen
Orthogonalfunktionen herangezogen worden., Um den Einflufl der Termin-
auswahl abzuschétzen, war zundchst nur jeder siebte Termin verwendet
worden und anschlieBend jeder dazwischen liegende Termin. Der Verglei
brachte betrichtliche Unterschiede der Orthogonalfunktion, so daB
in dieser Untersuchung beide Datensétze‘verwéndet wurden und eine
entap¥echende Untersuchung mit 12-stindigen Daten -« also allen

Terminen - geplant ist.



Die Daten des DWD lagen auf einem rechteckigen Gitternetz vor,

das sich in Form eines Adhtecks liber die Nordhalbkugel

erstreckt und im Sidden maximal bis v9°N sowie minimal bis A5 ON
reicht. Dies Gitternetz hat in x- und in y-Richtung maximal 54
Punkte und besteht insgesamt aus 2404 mit Daten belegten Gitter-
punkten. Die Berechnung dgr orthogonalen Funktionen erfordert

die Bildung einer Kovarianzmatrix zwischen allen Gitterpunkten, von
der dann die Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen sind.

Diese Kovarianzmatrix hétte bei Verwendung der Originaldaten

2404X2404 Elemente. Das ist auch flir einen modernen Elektronen-
rechner zu viel. Aus diesem Grunde muB zun&dchst die Anzahl der

Originaldaten €ines Termins krdftig reduziert werden. Das geschieht

ja durch ihre Entwicklung nach Kugelfldchenfunktionen.
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Um die Anzahl der Daten pro Termin zu reduzieren, werden sie
nach Kugelfldchenfunktionen Yk(¢,k) entwickelt. Die Kugelfldchen-
funktionen sind die Eigenfunktionen des Laplace-Operators A

auf der Kugeloberflidche:
AYk&P,A) = -n(n+1)Yk(¢,l)-

Die GroBkreiswellenzahl n ist eine gewisse Funktion des Inde¥ k.

bie Kugelflachenfunktiohen sind auf 1 normiert und selbstversténdlich

orthogonal.

O flar k+3
,Yij = . : | (22) .
1 fdr k=j



AuBerdem werden nur diejenigen Eigenfunktionen verwendet, die
zum Aguator symmetrisch sind:

Yk(¢ PA) = Yk(""ﬁ P A)

-

Im einzelnen erhdlt man:

~

¥1@ JA) =1 Y2(¢1A) = -V/3 cos ¢ sin A;

‘Y3(¢,A) =v/3 cos p cos A;

¥, ¢ A= (sin’ - %coszcb); Y 6 M= UE cos? sin 2X;

weitere Einzelheiten UtUber die Kugelfldchenfunktion findet man

bei FECHNER [4].

Es wurden alle Kugelflachenfunktiongn verwendet, flir die n £ 12 und
die zonale Wellenzahl Imlé 8 war. Man erh&dlt dann N=79 Funktionen.
Die Geopotentialfunktion fur den Termin t sollte duxrch eine.Reihe

mit diesen Funktionen dargestellt werden:
N .
L CPY =k§1 L ¥ 0 ,2) - (23)

Es galt, die Koeffizienten b aus den gegebenen Geopotentialwerten

k.t

¢x gt an den Gitterpunkten x und y zu berechnen.
14 4

Das wurde nach der_Methode der kleinsten Quadrate durchgefihrt:

. 2‘ .
zly{q’t(‘”x,y'kx,y)‘q’x.y.t] = Minimum (24)



Darin sind die ¢x und die Ax v die geographischen Koordinaten

14 r

des Gitterpunktes (x,y); es wird Uber alle Gitterpunkte summiert.
Setzt man in (24) die Reihe (23) ein, so lassen sich die
bk(t) nach dem iblichen Verfahren berechnen. Das entsprechende

-

Rechenprogramm wurde von K. ARPE [5] entwickelt.

Da die Daten an diskreten Terminen vorlagen, mufl das Integral
iber die Zeit in (2) durch eine Summe ersetzt werden. Der
Einfachheit halber ist der Index Uber die einzelnen Termine
wieder mit t bezeichnet; exr lauft von t=1 bis t=T=334.

Dann erh&lt man anstelle von (2) fiix das zeitliche Mittel

2@ A) =2 ) RGN (25)
t=

1

=

Unter Verwendung der Kugelflichenfunktionsreihe (23)

sowie der Beziehungen (22) und (25) geht die Integralgleichunq

(18) =zux Berechnung der natlrlichen Orthogonalfunktionen in

eine Matr;zengleichung Uber. Zu diesem Zweck werdenbdie natiirlichen
Otthogonalfunktionen auch nach den Kugelfldchenfunktionen

entwickelt

R, Y. 06 ,2) (26)
g Jr1 3

I ~2

P, N) =
: J

Plir die linke Seite von (18) erhidlt man

1 T N '
sy b Y ’ . s ()
o Ll [k,t K @00 §=1 (bj,tpj'l)]
N i
=Y ;11; ) b, ¢y, Py, 1% B o)
g=1 t=1 ’ f '



und fir die rechte Seite

2
W, Py Yk(¢,K).

’

Wegen der linearen Unabhdngikeit der Yk(¢,k) missen die Faktoren

dieser Funktionen auf beiden Seiten lUbereinstimmen. Auflerdem

kann man die Kovarianzen der bk £ 2ZU einer symmetrischen
[4
Matrix (ai k) zusammenfassen:
t
1 T
. = a, = = b, b 27
ak,l al,k T E-l i,t k,t ( )

Damit geht (18) endgliltig in die Matrizengleichung

aj'k:pj,i =Yy pk,i (i,x = {,...,N) (28)

[ e -4

=1

iber. Flir die p. gilt nach (15) die Normierung
. pl,j

— N
P.2 =,Z p2 = w 2‘
i - i
i=1 3,1
Die Vektoren =L P (29)
3,07 W, Fii
sind dann auf 1 normiert: Z 9, 4 = 1 (30)
j=1 JI
und aus (28) erhdlt man das Eigenvektorproblem
v 2
a,. = W q (31)
§u1 k,3 qui i k,d

mit der Normierung (30) und der Anordnung (21) der Eigenwerte wi

- 12

2

-



Dieses Problem wurde nach dem JACOBIschen Verfahren gelésﬁ,

wie es bei RALSTON und WILF [6] angegeben ist. Um die Eigenwerte

w.2 nach der Gr6Be zu ordnen, wurde der Teilschritt, mit dem ein
i

auBerhalb der ﬁéﬁptdiagonalen stehendes Element der Matrix

) zum Verschwinden gebracht wird, abgedndert. Und zwar so,

(

i,k
daB anschlieflend flir die beiden neuen Hauptdiagonalglieder

. N S
a ., und Ay die Beziehung a;, 4, 2
(r)

i,1i

A x flir i<k gilt. Denn es ist

ja Wi2= lim a und entsprechend fir k. Wir betrachten einen
Y200
Einzelschritt flr zwei Indices i und k mit i<k und

q; ; = cos O; 4y j = cos 0; 93, % =—qk,i = sin 0.

Man erhédlt

2
244 T 844 COs5 0 + akksinzﬁ - 2 a;, sin @ cos 0

~
s
it

a sin2 + 2 + 2 si
ii © agxces © a;r Sin o cos ©

: 2 .2
aik = (aii“akk) sin @ cos 6+ aik(cos 9 - sin"@9) = O

Setzt man

woo it~ Pk
) 5=
2 '/(aii S A t4ayy
so erfiillt
/——-\
sin g= A : 2 _
€y V3 W ( mit €y = 1 und
4 ' 1 far a,.<0
L z
und cos © = 32 /.f. + W E1e€p = ik

-1 sonst

neben den obigen Gleichungen auch noch die Bedinaung
v . ) .

- ' :
T kx 29,

- 13 «



Die € wurden so bestimmt, daR €, = +1 fir

W>0 oder a,k<o; damit hat © folgenden Werteberxeich
i

<

PN

3
0 « 2 T

.

-

L4

Diese Entscheidungen fir den Elementarschritt beeinfluBt das
Vorzeichen der natifirlichen Orthogonalfunktionen. Insbesondere ist
der Mittelwert der ersten Funktion positiv.

Hat man die Eigenwerte w und die normierten Eigenvektoren qjk

2
i
berechnet, so erhdlt man die pjk aus (29),und die nattlirlichen
Orthogonalfunktionen werden durch (26) gegeben. Eine Formel
zur tatsédchlichen Berechnung des Koeffizienten der i-ten natiirlichen
Orthogonalfunktion Pi(¢,l) in der Reihe (3) des Termins t
erhdlt man durch Umschreiben der Formel (17) in die Komponenten-

schreibweise nach Formel (23) unter Berlicksichtigung der

Orthogonalitét der Kugelflidchenfunktionen gemdB Formel (22):

x,t Px,i (32)

6. Die Folge dex Eigenwerte und der Standardabweichungen

, Zundchst sollen die Eigenwerte wiz, also die Gewichte der
natﬁriichen Orthogonalfunktionen betrachtet werden. Ihre Zahlen~
werte in gpm2 findet man in der Tabelle 1 in der zwelten Spalte.
Der extrem groBe Eigenwert der ersten natirlichen Orthogonal~
funktion bringt die fiberragende Bedeutung der ersten natirlichen
Punktion 2zum Ausdruck, die im wesentlichén die zeitlich gemittelte
Hohe dexr 500 mb~- Fl&che wiedergibt. Da dabeli die abscluten Werte

eingehen, drlckt dieses Ergebnis aus, daf die zeitlichen



Schwankungen des Geopotentials gegeniiber ihren absoluten

Werten sehr klein sind. Bei den Gbrigen Gewichten, ab i = 2,
erkennt man zundchst einen groBen Sprung zwischen i=2 und i=3.
Das zeigt, daf die 2. mnatiirliche Funktion ebenfalls eine heraus-
ragende Bedeutung besitzt; Beson&ers deutlich.ist dies an der
Abbildung ! zu erkennen. Dort sind die Gewichte als Funktion
ihrer Ordnungsnummer in logarthmischer Darstelluné aufgetragen.
Sieht man von dem Wert far w22 ab, so liegen die Werte in guter
Ndherung auf einer Geraden. Eine genauere Untersuchuﬁg zeigt,

daB der Anstieg im Abschnitt bis etwa i=22 steiler verlauft

als flir die héheren Werte von i. Man erhdlt im einzelnen

2 .

w,? = 8go-e 0r 10771

880° (1-0,1025)" far 2<i<22

-0,0756-1i

und wiza443¥e 443(1-0,0729) " far 22<i<79

Der Abstieg der Kuxrve der wi2 fir die héheren Ordnungsnummern

ist also rund nur dreiviertel so steil wie derjenige der
niedrigeren Qrdnuﬁgsnummern. Ohne eine exakte Begrindung

daflir geben zu kdénnen, méchte ich mich der folgenden Behauptung
von CRADDOCK und FLOOD [5] anschlieBen: Innerhalb des:meteorolo;
gischen L&rms bilden die Eigenwerte eine geometrische Reihe.
Danach miiBten die Eigenvektoren mit einer Ordnungszahl gréBer

als 22 keine verninftige meteorologische Aussage mehr darstellen.
CRADDOCK und FLOOD [3] meinen, daB bei ihnen diese Grenze zwischen
20 und 46 liege. Wegen des groBen Sprunges hinter i=27, 148t sich
diese Grenze bei mir eventuell auch bis dorthin verschieben.

In Bezug auf die Stdrke der geometrischen Progression zeigen

meine Eigenwerte bis zur Ordnungszahl i=22 eine gute Uberein-
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stimmung mit denen von CRADDOCK und FLOOD [3]. Fir die grdBeren
Ordnungszahlen bei CRADDOCK und FLOOD [3], speziell fdr i>46,
ist ihr Abfall nur etwa halb so stark wie dexr in meiner
Untersuchung; das ist offensichtlich eine Folge davon, daB ihre
maximale Ordnung bis i=130 geht, wihrend meine bereits beil 1i=79

endet.

Welche Auswirkungen die Gewichte, also die Eigenwerte, auf

den Fehler, der nach dem i-ten Reihenglied abgebrochenen
?eilreihe haben, kann man an der dritten Spalte der TaEelle 1
ablesen. ﬁort ist jeweiis der mittlere gquadratische Fehler in gpm
angegeben. Bei i=0 steht dort jedoch statt des Fehlers

der Mittelwert ilUber Raum und Zeit. Er liegt um 34 gpm iber dem
Wert der US-Standardatmosphire. Brechen wir bereits nach dem ersten
GU@d ab, so betridgt der dadurch entstehende m?EEEE;e Fehler

ca. 87 gpm, bei Abbruch nach dem 22sten Glied betrdgt der mittlere
Fehler ca. 33 gpm, das sind 37% von dem Fehler, der bei Abbruch
nach dem ersten Glied tibrigblieb (Spalte 4). Fur die i=27_erhélten
wir einen Fehler von 27 gpm oder 30%. Da die Hinéunahme wéiterer
Reihenglieder im wesentlichen nur noch meteorologischen L&rm
liefert, kann man daraus den SchluBf ziehen, daB unsere derzeitige
“Kenntnis der aktuellen HBhe der 500 mb-Fldche im Mittel dber die
Nordhalbkugel mit einem Fehler von rund 30 gpm behaftet ist.
CRADDOCK und FLOOD [3} haben gezeigt, daf daran die datenarmen
Gebiete des Pazifik einen wesentlichen Anteil haben; auBerdem
natirlich die Tropen, die in dieser Untersuchung bis zum Aquator
miterfaft sind. In den dUbrigen Gebieten kann die Genauigkeit

entsprechend hsher sein, doch fir Betrachtungen der hemisphirischen

Zirkulation
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muB man diese Mittelwerte zugrunde legen. Eine Genauigkeit von

10 gpm erreicht man erst mit ca. 50 Reihengliedern. Formal glinstigere
Ergebnisse erzielt man, falls anstelle des mittleren Fehlers,

sein Quadrat, also die Varianz, dargestellt wird. In Spalte 5 ist

sie in Prozent, bezogen auf ihren Wert bei Abbruch nach dem

ersten Glied, dargestellt. 50% wexden mit-fast 7 Gliedexrn und 10%

mit 26 Reihengliedern erreicht. In der letzten Spalte sind die
Eigenwerte in Progzent relativ zu der Varianz fir i=1 angegeben. Diese
Zahlen zeigen an, um wieviel Prozent die Varianz, und dadurch der
Fehler durch jedes neu hinzukommende Glied jeweils vermifdert wird.
Hier erkennt man noch einmal deutlich, daf auch das zweite

Glied einen Beitrag liefert, der aus der Folge der Ubrigen nachfolgen-
den Glieder herausf&llt. Der Beiltrag der Glieder oberhalb der

Ordnungsnummer. 23 liegt unter 1%.
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Die natfirlichen Orthogonalfunktionen werden graphisch durch ihre
Isohypsen auf einer stereographischen Projektion préasentiert.
Diese Bilder erstrecken sich im Stiden nur bis 3OON, obwohl

die Funktionen bis zum Aguator definiert sind. Dies geschah, weil
1. in dem dargestellten Gebiet die wesentlichen zeitlichen

und geographischen Enderungen auftreten, 2. weil dieses Gebiet

uns besonders interessiert und 3. weil die Analysen des DWD, auf’
die sich diese Untersuchung étﬁtzt, in ndérdlicheren Gebieten wegen

der gr&B8eren Stationsdichte eine hdhere Genauigkeit aufweisen.



Die Orthogonalfunktionen werden nach der Formel (26) spektral
durch die Kugelflédchenfunktionskoeffizienten lei dargestellt.
deren Quadrate in den Tabellen 2 bis 21 wiedergegeben werden.
Die erste natirliche Orthogonalfunktion P1(¢,A) stellt nahezu das
klimatologische Mittel dar; exakt wdre dies dexr Fall, wenn der
rdumlich tber die Nordhalbkugel gebildete Mittelwert zeitlich
konstant bliebe. Diese Funktion P1(¢,X) (Abb. 2) steht in guter
Ubereinstimmung mit der'SCHERHAGschen [7] Mittelkarte fir den
Januar. Die Tabelle 2 zeigt, welche GrdB8e die einzelnen
Kugelfldchenfunktionskoeffizienten haben. Der Wert bei n=0
ist der riumliche Mittelwert tuber die Nordhalbkugel. GréBenmifig
an zwelter Stelle steht der Koeffizient von n=2 und p=0.

Die dazugehdérige Kugelfldchenfunktion Y .(¢,A) hdngt nur von der

L
gecgraphischen Breite ab, hat am Pol den maximalen Wert‘Jg;

bei 35°N die Nullstelle und am Aquator den minimalen Wert—% /?.
Daraus erh&dlt man fir die grdBte stehende Geopotentialwelle

am Agquator den magimalen Wert von 274 gpm

und am Nordpol der kleinste Wert von -567 gpm, jeweils

gegeniiber dem rdumlichen Mittel. Die unterschiedlichen

Absolutwerte der Amplituden zwischen Nordpol und Aquator hidngen

mit der Geometrie der Erde zusammen. In den drei untersten Zeilen
der Tabelle 2 ist das Energiespektrum, bezogen auf die Gesamtwellen-
zahl n angegeben, oben als Amplitudenquadrat, dann als Gesamt-
energie der Nordhalbkugel und in der letzten Zeile in Prozenten.

In den drei mit Quadratsumme dberschriebenen Spalten ist das
Enexgiespektrum, bezogen auf die zonalen Wellenzahlen m in den
entsprechenden GréBen eingetragen. Hier f&llt der starke Abfall

von 24% auf rund 3% hinter der zonalen Wellenzahl 3 auf.



Die zweite Orthogonalfunktion P2(¢,A) findet man auf der
Abbildung 3. Sie stellt die geographische Verteilung der stédrksten
Anomalie des Geopotentials £fir die Nordhalbkugel im Winter dar.
Wenn tber Stdskandinavien die 500 mb-Fl&che 80 gpm unter das
klimatologische Wintermittel sinkt, steigt sie zum gleichen
Termin sdwohl sidlich Grénlanas als auch an der Lena-Mindung im stati-
stischen Mittel wum 120 gpm oder umgekehrt. In P2(¢,A) dominiert
die zonale Wellenzahl 2, wie man aus der Tébelle 3 ihrer Spektral-
zerlegung ablesen kann. Dort ﬁnd in den folgenden Tabellen bis Nr.18
sind die Uber die Hemisphdre gemittelten Ahplitudenquadrate der
rdumlichen Wéllen mit der zonalen Wellenzahl m und der GroBkreis-

wellenzahl n angegeben.

Die folgenden natirlichen Orthogonalfunktionen sind bildlich

auf dén’ Abbildungen 4 bis 18 dafgegtellt. Wie bereits bei der
Disk@ission der Varianzen der einzelnen Orthogonalfunktionen

im Abschnitt 6 festgestellt wurde, tragen diese Funktionen wesentlich
weniger zu der Gesamﬁvarianz‘bei als die’zweite FPunktion. Wurden
durch P (¢, A) im WesentliChen im europédischen Raum Schwankungen
zw13chen Gebieten verschiedener geographischer Langen dargestellt,
.so bezieht sich die dtitté Orthogonalfunktmon mehr auf Schwankungen
zwiﬁdhen Gebieten in verschiedenen geographischen Hrelten, wobeil
dag eine Zentrum mit 110 gpm én der Westkiiste Grdénlands liegt,
dazu gibt es drei Gégénzentren: vor der Westkliste der USaA,

an der Lena-Mindung und tUber Studengland mit etwa =60 gpm.



Einen guten Uberblick iber die Anteile von Wellen verschiedener
Wellenzahlen in den wichtigsten nattrlichen Orthogonalfunktionen
geben die Tabellen 19 bis 21. In der Tabelle 19 erfolgte die
Aufteilung nagh:den Groﬁkréiswellenzahlen ﬁ, in der Tabelle 20
nach den zonalen Wellenzahlen m und in der Tabelle 21 wurden nur di
rein zonalen Wellen aufgenommen, deren Kugelflélchenfunktionen
in der Literatur duxrch das Wort "sektoral" gekennzeichnet werden;
Flir Jjede Orthogonalfunktion (Zeile) wurde der Wert der enexgie-

relchsten Welle unterstrichen.

Die Tabelle 19 enthﬁit die Uber die Nordhalbkugel
gemittelten Amplitudenquadrate in'gpmz; Auf der
Abszisse sind die Wellenzahleﬁ n und die‘zugehérigen halben
Welleﬁléngen aufgetragen, letztere stelléh einen fiktiven
Gitterabstand dar, génau genoﬁmen ist dies der kleinstmdgliche
Abstand zwischen einém Maximum ﬁnd einem Minimum gemessen léngs
eiﬁés GroBkreises. Die Quadrate der Kugelfiécﬁenfunktionskpeffi—
ziefiten werden dabei Uber alle zonalen Wellenzahlen m=0,...,n
summierﬁl |

Iply

X ki
dabei durchléduft k alle Werte mit O%mZ£n, bei konstantem n.
Fir die Definition>der p;i vergleiche Formel (26) . Fir n=0
erhédlt man 4as Quadrat des Flichenmittels., Auf der Ordinate sind
die Ordnungen i der natirlichen Orthogonalfunktionen angegeben.
iber die erste natirliche Orthogonalfunktion ist bereits aus-
giebig gésprochen worden., Sie ist agéh sonst mit den librigen
deshalb nicht vergléichbar, Qéil ihr Koeffizient’cl(t) nur um
den Wert +1 : schwankt, wdhrend die Ubrigen Koeffizienten

‘tm +1 und =1 Echwanken.



Deshalb soll hier von einer Betrachtung der ersten natlrlichen
Orthogonalfunktion abgesehen werden, sie ist in den Tabellen

19 bis 21 nur der Vollstédndigkeit halber mit aufgefldhrt worden.
Als exrstes erkeﬁn;n wir, daf die meiste Energie in der Welle nmit der
Wellenzahl 6 aus der zweiten Funktion zu finden ist.

Bei dieser Welle liegen zwischen Maximum und Minimum 3333 km.

Hiex gehen wesentlich die Schwankungen zwischen verschiedenen
geographischaen Breiten ein. Den nédchst kleineren Energiewert

einer Welle findet man - wie zu erwarten ~ in der dritten
Orthogonalfunktion fir die Wellenzahl 5, dem entspricht ein
minimalexr Abstand zwischen den Extremwerten von 4000 km. Auch bei
den folgenden Ordnungen bis zur 11. Orthogonalfunktion liegen die
Energiemaxima bei den‘Wellenzéhlen 5 oder 6. Auffillig ist der
relativ groBe Wert vop ;36'gpm2 in der 9. Orthogonalfunktion

fiir die Wellenzahl 6, da die entsprechenden Werte der funften bis
achten Funktion kieiner waren. Ab der 12, Orthogonalfunktion
verschieben sich die Energiemaxima zu noch h&heren Wellenzahlen,
also kleineren Wellenléngen. Insgeéamt nimmt der Anteill dexr kuvzen
Wellen mit wachsender Ordnung zu, doch bleibt der EinfiluB der
Wellen mit halben Wellenlédngen von 10000 km und mehr agch bei den

Funktionen mit niedrigen Ordnungszahlén gering.

Diese Verhdltnisse stellen sich ganz anders dar, falls man die
Einteilung nach zonalen Wellenzahlen m betrachtet (Tab,'zo); Hier
kann man die Welleniéngen nicht mehr in km angeben, da ihre tatséch-
liche L&nge von dem Kosinus der geographischen Breite abhingt, In
50°N ist ihre Lédnge um den FaktorJ0,644 kleilner als der entspre=~
chende Wert elner GroBkreiswelle. Aus diesem Grund wurde die halbe
Wellenlénge auf der Tabelle 20 in La&ngengraden angedgeben. Die Werte

f4r m=0 stellen die Amplitudenquadrate der %onal gemittelten



natlirlichen Orthogonalfunkticonen dar. Nur bei der 7. und der 13.
Orthogonalfunktion ist dies der grdRte Zeilenwert; er wird jedoch
bei der ersteren mit 108 gegen 107 gpm2 dicht gefolgt von der
Welle mit der.héllenzahl 2, Die Energie der zonal gemittelten
Werte ist also von der gleichen GrdéBenordnung wie die derx

Wellen mit den Wellenzahlen 1 bis 4; sie ist aber eindeutig kleiner
als deren Summe. Im Gegensatz zu der Aufteilung nach GrofBkreis-
wellen spielen die zonalen Wellen mit den Wellenzahlen 5 und 6

nuxr eine unbedeutende Rolle. Es l&8t sich aus dieser Tabelle

auch keineswegs die h&ufig geduBerte Vermutung bestdtigen, dafBl die
zonale Wellenzahl 3 eine besondere Rolle spielt. Im Geéenteil:

Besonders groBe Energiewerte findet man bei den zonalen Wellenzahle

m=1, so bei der 4. Orthogonalfunktion mit 349 gpm2 und bel der

Wellenzahl m=2, so bei der 2. Orthogonalfunktion mit 313 gpmz.

Mit rein zonalen Wellen (Tabelle 21) werden solche Wellen bezeic
net, deren absolute Extremwerte auf dem Aquator liegen, von wo sich
Ricken und Trdége entlang von Langenkreisen bis zu den Polen
erstrecken. Dié& entdprechenden mathematischen Furktisser feilden
sektorale Kugelflédchenfunkticnen. GroéfBenordnungsméBliy sind
diese Wellen unbedeutend. Sie miissen sich ja bis zum Kquator
e;strecken, und diese Gebilete mit den &uBerst geringen Luftdruck-
gegensdtzen gehen wegen ihrer groBen Fléchen auch noch mit einen
groBen Gewicht ein. Den grdBten Wert mit 14 gpm2 findet man in
der finften Orthogonalfunktion fir die WellenZahl 2. Bei diesen
Funktionen kann man die Lage der Extremna angeben..Die Maxima
liegen auf den Lingéngraden von 123°E und 57°W. Die nichst

o ) .
gréfte Welle mit 13 gpm” ist ein Teil dexr 8. Orthogonalfunktion

und hat die Wellenzahl 1, Thr Maximum liegt auf dem Lingenhalbkreis

~ 22 =



von 119OE.

Soviel liber die Eigenschaften der einzelnen Orthogonal-
funktionen selbst und ihre Spektralzerlegung in Kugelfléchen-

funktionen.
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Flix die Diagnose einzelner, halbtdglicher Geopotentialfelder der
500 mb~-Fldche kann man die gegebenen Felder mit Hilfe der
natiirlichen Orthogonalfunktionenen derart filtern, daB einerseits
die Ubersichtlichkeit noch gewahrt bleibt, andererseits aber auch
hinreichend viele Einzelheiten noch berlicksichtigt werden.

Die durch Gleichung (4) gegebenen Teilreihen @n(¢,l,t) sind

exakt gefilterte Felder der urspringlichen Funktion ¢ (d,A,t).

Man hat lediglich die betreffenden Koeffizienten éi(t) gemé&s

der Formel (17) zu berechnen, um Qn(¢,k,t) nach Formel (4) zu
ermitteln., Als Beispiel sei der 7.1.1972 um 12 Uhr GMT darxgestellt
(Abb. 19). Mit nur zZwei Gliedern (Abk. 20), dem ersten und sgwai. .4
Glied, erhilt man klar die beiden Tiefdruckgebicte ilber Noudost-
kanada und tber Nordwestsibirien sowie den Rilcken tiber Mittel-
europa, Der grdBte Fehler (Abb. 21) trite dabei mit 240 gpm

Uber Alaska auf. Verwendet man die ersten zehn Relhengliederx

(Abb. 22), 80 erhdlt der Rﬁcken Uber Mitteleuropa beréits‘die richti
ge Fofm und der lelchte Riicken lber dem Nordpazifik und der
BeringstraBe 148t sich auch bereits erkennen. Die Abbildung 23
zeigt, daB die Fehler —jbis‘auf kleine Ausnahmestellen =

unter 100gpm liegen. Verwendet man schlieBlich alle Reihenglieder
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bis zum 22sten Glied (Abb. 24), so sind die Unterschiede gegeniiber
der tatsdchlichen Geopotentialgleichung nur noch an den Stellen
erkennbar, wo dig horizontalen Geopotentialgradienten ohnehin sehr
gering bleiben: also lUber Mitteleuropa und {iber Ostsibirien. Der
absolute Fehler (Abb. 25) bleibt fast liberall verschwindend gering

und zeigt eine nahezu gleichmédfige, anndhernd statistische

Verteilung.
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Die von Zeilt und Ort abhdngige Funktion §(¢,A,t) kann man sich
als Losung des entsprechenden Differentialgleichungssystems der
Meteorologie vorstellen. Die natirlichen Orthogonélfunktionen
stellen sozusagen den nur vom Ort abhdngigen Anteil dieser L&ésung
dar. Dann liegt jedoch der SchluB nahe, daB die natiirlichen
Orthogonalfunktionen von denjenigen Randbedingunygen and denjusiogay
Parametern des meteorologischen Diff%kentialgleichungssystgma
abhédngen, die reine Funktionen des Ortes sind. Das sind an der
Atmosphdrenuntergrenze die Land~Meer~Verteilung und die HOhe der
Atmosphdrenuntergrenze - hieér Orographie genannt =, und an dex
Atmosphdrencbergrenze sind es die absorbierte Sonneneinstrahlung,

die Strahlungsbilanz, die iangWellige Ausstrahlung und die Albedo.

Um diese Korrelationen untersuchen zu kénnhen, wurden die oben
genannten Felder ebenfalls nach. am Kquatorvgespiegelten Kugel ~

fldchenfunktionen éntwickelt. Flir die Orographie wurden dabei
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die Tabellen von L. BERKOWSKY und BERTONI [8] zugrundegelegt.

Die Land-Meer-~Verteilung basiert auf den gleichen Werten, indem fir
alle HbShenwerte >0 jeweils Land angenommen wurde, das den Wert I
erhielt und flir alle Hbhenwerte =0 wurde Meer angenocmmen und der Wert O
eingesetzt., Bel einer Aufldsung bis zur hellenzahl fUnf erhdlt man

die Abbildung 26. Die Kistenlinie wird durch die 50%~Linie

angenédhert. Den Strahlungsdaten lagen Satellitenmessungen

des Jahres 1969/70 zugrunde, die von RASCHKE et al. [9] zu jdhrlichen

Mittelkarten zusammengestellt worden sind. Sie sind auf den

Abbildungen 27, 28, 29 und 30 dargestellt.

Als MaB fiur die Abhdnglgkeit der Orthogonalfunktion P($ ,A)

von der Randwertfunktion X (¢ ,A) wurde der Korrelationskoeffizient

¥ - B.X% ‘
Jp-%) 2. (x-x)

verwendet. Der Querstrich stellt das durch (1) definierte
Fldchenmittel dar. Sind X(¢,A) und P(¢,A) durch ihre Kuigelfliuhey -
koeffizienten gegeben:

n

X(¢,A)= ) h, ¥, (¢,2)
| §=1 4 1
und
N
P A= Y, '
(1) gﬂ Py Y le00),
so erhdlt man wegen der Orthogonalitit der Yj(¢,k)
min (n,N) /n N !
, 2 2
) hoep, // nD (L pd)
j=2 39 j=2 I §=3 Py7

Es wurde dabei die Tatsache verwendet, daB der erste Koeffizient
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einer Reihe wegen Y1(¢,k)=1 genau den Fldchenmittelwert darstellt,

Die Korrelationskoeffizienten sind in der Tabelle 22 zusammen-—
gestellt. Unterhalb der prozentualen Korrelationskoeffizienten steht
die grdBte nicht mehr herausgefilterte Wellenzahl n. Jeder

groBere odexr kleinere Wert von n flihrte zu einem Korrelations-
koeffizienten mit einem kleineren Absolutwert; deshalb "optimale
Filterung". Nun zu den Exrgebnissen selbst. Die engsten Beziehungen
bestehen zwischen der ersten natiirlichen Funktion, also im
wesentlichen dem klimatologischen Mittel, und den Strahlungs-
werten. Dabeil besagt das positive Vorzéichen, daB ilber .stationdren
Hochdruckgebieten die absorbierte Sonnenstrahlung, aber auch die
langwellige Ausstrahlung, ein Maximum aufweisen, wobei der Wert
der ersteren lberwiegt, so daR auch die Strahlungsbilanz tliber
diesen Hochdruckgebieten im Mittel positiv ist; die Albedo hat
dagegen in diesen Gebleten ihr Minimum. Ist fidr die langwellige
Ausstrahlung noch die Wellenzahl zwel optimal, das wird wvox

allem das Gefdlle zwischen éolen und Aquator sein, so zeilgi die
optimale Wéllenzahl drei bei der Strahlungibilanz an, daf

jetzt auch andere geographische Unterschiede filir die Korrelation
eine Rolle spielen missen. Der Korrelationskoeffizien£ mit der
Land~Meexr=-Verteilung ist wesentlich kleiner. Sein negativer Wert
bedeutet, daB die station&ren Hochdruckgebiete bevorzugt Uber dem
Meer llegen. Die Korrelation der stationdren Wellen mit der
Orographie ist nochmal um die Hdlfte kleiner. Die Orographie geht
in elne ganze Reihe von natirlichen Orthogonalfunktionen

héherer JOrdnung mit gféBefém Gewicht ein. Den gré8ten Orographie-~
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EinfluB hat die flinfte Orthogonalfunktion mit einer optimalen
Aufldsung bis zur Wellenzahl‘neun, das entspricht einem Gitter-
abstand - vonungimum zu Minimum - von etwa 22 000 km.

Der zweitstédrkste EinfluB der StrahlungsgréBen schlédgt sich

in der zweiten natﬁrlichen Orthogonalfunktion nieder, hier

sind eln positiver Koeffizient mit minimaler Ausstrahlung,
minimaler absorbierter Sonnenstrahlung und einem Strahlungsdefizit
korreliert. Uberraschend ist die groBe optimale Aufldésung

fir die absbrbierte Sonnenstrahlung, die langwellige Ausstrahlung
und die Albedo. Z2ur weliteren Untersuchung dieser Abhdngigkeiten
dexr natﬁrlichen Orthogonalfunktionen wurde angenommen, dafl sich die
Orthogonalfunktionen P{¢,A) iineér aus den Strahlungsfunktionen, .

der Land-Meer-Verteilung und der Orographie darstellen lassen,

die hiermit gi(¢,h) bezeichnet werden sollen:

P($,X) = C_ + §=1 C; gy (9,2) + £(6,1)

Dabei sollen die Mehrfachregressionskonstanten Ci S50 bestimmt

werden, daf das tber die Nordhalbkugel gemittelte Quadsa’l der
Fehlerfunktion £($,A) ein Minimum wird: -
2 C
D = £ = minimal
B ‘ ) 2 ‘
D wird tGblicherweise Restdispersion genannt, D/(P2~P ) ist die

relative Restdispersion, /D ist die Standardabweichung und

|

r = /{: Do ¥ sign(C,)
7 =% i=1 i
P - P

heiBt verallgemeinerter Korrelationskoeffizient; ganz rechts steht
das Produkt tber die Vorzeichen der Regressionskoeffizienten., Bei

der Bestimmung der Regressionskoeffizienten wurde versucht, die
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die Funktionen gi(¢,k) genau wie bei der Berechnung der echten
Korrelationskoeffizienten so zu filtern, daB die Restdispersion D
minimal wird. Die Koeffizienten Ci sind fdr die ersten sieben natir
lichen Orthogonalfunktionen P(¢,A) in der Tabelle 23 zusammengestell
auBerdem findet man in dem unteren Teil der Tabelle die zugeh&rigen
Genauigkeitsangaben. Flr die erste natirlicheOrthogonalfunktion
bedeutet die zweite Zahl von oben: Nimmt die Sonneneinstrahlung am
Oberrand der Atm§sphare - vom Nordpol zum Aquator - um 1 watt m—2 zu
so erhéht sich die 500 mb-Fladche um 5,16 gpm, wenn gleichzeitig

die Abhé&ngigkeit von den Funktionen g2(¢,A) bis g8(¢,A) beriicksich~-
tigt wird. Die Standardabweichung der optimal lineai aus diesen
Funktionen zusammengesetzten N&dherungsfunktionen betrég£ pa 43 gpm.
Das ist eiln gréBerei absoluter Fehler als man ihn flr die folgenden
sieben natlirlichen Orthogonalfunkticnen erﬁélt. Der Fehler

betrdgt 16,5% der mittleren quadraﬁischen Gesamtschwankung der

1. Funktion. Dexr verallgemeinerte Korrelationskoeffizient

hat den Wert 00,9863, Vergleicht man die Regressionskoeffizienten
der 1. Funktion mit den entsprechenden.Koeffizienten der folgenden
sieben Funktionen, so haben die Koeffizienten der Land-Meer-
Verteilung und der Albedo fir die e¥ste Funktion nicht den
erwarteten jewgils absolut gréBten Wert. Die geographische
Verteilung dex Alﬁedo héngt wesentlich mit dei Wolkenverteilung
zusammen und diese ist bffénsichtlich stdrker an variable Wetter-
situationen als an stationdre klimatologische Einflisse gekoppelt.
An die Stelle des étwas abgeschw&chﬁen Elnflusses der Land«Meaer«
Vertellung tritt in der ersten Orthogonalfunktion die Minimum-~

Albedo, durch die ja die Albedo der Erdoberflé&che angenahett wird,
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Soviel zur Darstellung der ersten Funktion, also des klimatologisch
Wintermittels. Bei der zweiten Funktion ist der &uBerst geringe
Einfluf der Orographie bemerkenswert. Uberhaupt 1&8t sich diese
Funktion nur sthwer durch die angegebenen Horizontalverteilungen
annadhern. Sie muB daher stdrker dynamische und weniger klimato-~
logische Einfliisse darstellen. Ganz im Gegensatz zur 3. Funktion
mit der kleinen Standardabweichung von 17 gpm. Die 3. Funktion

ist am stdrksten an die klimatologische Albedoverteilung gekoppelt,
deren Koeffizient hier den gréBten Wert aufweist. Von den weiteren
natlirlichen Orthogonalfunktionen soll noch die 6. hervorgehoben
werden, da bei ihrer Approximation die Land-Meer-Verteilung

ihren gréBten Beitrag leistet; Betrachtet man die relativen
Standardabweichungen allex acht Funktionen, so findet man Werte
zwischen 16% und 86%, der zweitbeste Wert liegt bei 60%.

Das ist wenig. Sicher wirde man bessere Werte erreichen, wenn man
die Ost~West-Verschiebung der Felder beriicksichtigen kénnte, deren
Ursache die Erdrotation ist. Um diesen Einfluf auf das Geopotential-
feld durch einen linearen Ansatz berticksichtigen =zu k&nnen,

mufl sicher eine neue GrdéBe aus der Erdrotation und den verwendeten
9,(¢,A) duxch nichtlineare Kombination bestimmt werden, dies dann
fir die Regressionsrechnung verwendet werden kann. Dazu sollten
physikalisch~meteorologische Beziehungen,Verwendung finden.

Die Uberlegungen werden in dieser Richtung fdﬂgeﬁﬂwt‘ SchlieBlich
Lat auf der Tabelle 23 noch f£flr jeden Koeffizientenwert die

gréBte noch berdcksichtigte GroBkreiswellenzahl n dex g, (¢,A)-
-Funktion angegeben, die zu einer méglichst guten Gesémtapprcximatior
fihrt. Die einfluBreiche klimatologiéche’Albedoverteilung in derx

3. 'natlirlicdhen Orthogonalfunktion fthrt bei der feinsten
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rdumlichen Aufldésung zu der optimalen Approximation.
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In den vorangegangenen Abschnitten wurden die zeitunabhidngigen
Funktionen Pi(¢,A) betrachtet. In der Reihendarstellung (3)

des Geopotentials der 500 mb-Fl&idche treten aber noch Aie zeit-
abhdngigen Koeffizienten ci(t) auf, die jedoch nicht vom geographi-
schen Ort abhédngen, also hemisphdrische Zirkulationsparameter

darstellen.

Fﬁr‘jeden einzelnen Termin t lassen sie sich nach Formel (1%) au
dexr betreffenden natﬁriichen Orthogonalfunktion'und dem aktuellen
Geopotential ®{¢,A,t) durch Bilduhg des inneren Produkts berechnen.
Wegen dexr durch fqrmel (14) definierten Normierung sind sie dimen-
sionslos. Multipliziert man sie mit den Gewicht W, der Wurzel

aus dem Eigenwert, so erhdlt man einen Wert in der anschaulichen

physikalischen Dimension des Ausgangsfeldes, also in gpm.

Diese Zirkulationsparameter wurden fir den Zeitabschnitt wom
N8vembexr 1967 bis zum Januag 1968 berechhet. Bigentlich ist

die Berechnung fﬁr‘den Novembér unzulédssig, weil die 2ugeh6rigen
Orthogonalfunktioneén nur fir die Monate Dezember bilg Februar
gultig sind. Trotzdem sollen hier &uch die Werte far den Névember
préseniiert werden (Abb. 31 bis 36). Auf der Abéziése ist die
Zelt vom 1. Novembeé 1967 bis zum 31. Januar 1968 aufgetragen,
jedexr MonatswWechsel ist durch einen Strich angedeutet. Auf der

Oordinate ist'jeweils das Produkt wi.ci(t) in gpm aufgetragen.



Der erste Koeffizient (Abb. 31) stellt im wesentlichen den
hemisphérischen Mittelwert dar. Man erkennt einen Jjahreszeitliche:
Trend, der sich durch die Temperatﬁrabnahme in der unteren H&lfte
derAtmomﬁﬁre'éér Nordhalbkugel erkldren 1iBt. Von Anfang November
bis Mitte Januar sinkt die mittlere 500 mb-Fl&che der Nordhalb-
kugel um etwa 80 mb. Die kleinskaligen, halbtdglichen Fluktuatione
lassen sich kaum rein meteorolégisch deuten, da es sich um Mittel-
werte Uber die Nordhalbkugel handelt, bei der sich Schwankungen
des Tagesganges herausmitt;ln sollten. Es wdre denkbar,

dafl unterschiedliche systematische Fehler der verschiedenen
regionalen Radiosondentypen diese Erscheinung hervorrufen.
Gréfenordnungsmdffig liegt die H&he der 500 mb~Fldche um 12 GMT

um 2 bis 3 gpm hoéher als um O Uhr. Bei den Koeffizienten derx
zwelten Ordnungen sind dagegen die kurzwelligen Fluktuationen
trotz der halbtédgigen Daten ziemlich unbedeutend. Man findet

im wesentlichen eine Wellenldnge von 20 Tagen. Das bedeutet: die
norahemispharische Zirkulation stellt sich im Mittel innerhalb eir
Zeitraumes von 10 Tagen um. Auch die Koeffizienten der ndchsthdhe.
Ordnungen (Abb. 31 und 32) Zeigen im wesentlichen noch Sohwarkange
der gleichen Periode. Mit wachsendem Index etwa ab w6.c6

{8bb. 32 bis 34) nimmt jedoch der Anteil von kurzzeitigeren
Fluktuationen mit Perioden von 5 bis 7 Tagen zu. Diedd Fluktuatio
Qind den wanderndeh Tiefdruckgebieten zugeordnet, die den ﬁlﬁra~
langen Wellen der nordhemisphdrischen Zirkulation dbexlagert sind
Mit wachsender Ordnung der Koeffizienten nimmt sowohl die Amplitu
als auch die Periode ab. Der 22. Koeffizient (Abb. 35) zeigt dabe

nahezu keinen Tagesgang, den man bei dem 23. Koeffizienten
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dagegen erkennen kann. Die mittlere Periode liegt bei beiden

etwa bei vier Tagen.

Die Abbildung 36 soll zeigen, wie die hdheren Koeffizienten
immer mehr einen rein zufdlligen und unbedeuterenden zeitlichen
Verlauf annehmen, dem ab dem 27. Koeffizienten keine meteorologische
Bedeutung mehr zugeschrieben werden kann. Der 79. Koeffizient

ist der letzte mbégliche Koeffizient in diesem System.
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Da diese Arbeit einen Beitrag 2ur Untersuchung der allgemeinen
Zirkulation darstellen soll, wurde auch ein mittleres Windfeld
berechnet.-Dabei ging man von der 1. nattirlichen Orthogonal-
funktion aus, die etwa das‘winterliche klimatologische Geopotential-
feld der mittléren Atﬁosphére darstellt. Da alle Felder auf der
ganzen Nordhalbkugel bis zum Agquator definiert sind, kann ein rein
geostrophischer Wind nicht berxechnet werden, da er auf dem

BEquator nicht definiert werden kann. Dort miiBte durch den Coviclis-
parameter, der dort Nu;l ist, dividiert werden. ﬁm diese Schwierig-
keit auf die einfachste und verntinftigste Art und Weise zu besei-
tigeﬁ,'wurde noch ein lineares Bodenreilbungsglied eingefiihrt.
Verhachlédssigt man also in den Bewegungsgleiéhungen die Beschleuni-
gungterme und die Horizontalreibung y so daB nur der auf derx
Efdrotation beruhende Coriolisterm, der Druckgradiententerm und ein
linearer Bodenreibungsterm Ubrig bleibén, so kann maﬁ damit, wie

in der Arbeit von FECHNER [4] gezeigt wird, ein Windfeld berechnen.
Flr die Bodenreibungskonstante wurde dabei der Betrag des

Coriolisparameters in 5°N verwendet,



Die Rechnungen erfolgen auf der Grundlage, daB skalare Felder
durch Reihen von Kugelfldchenfunktionen und Vektorfelder durch

die dazu analogen orthogonalen Vektorfunktionen (vector spherical
harmonics) dargeétellt werden. Das so berechnete Windfeld ist auf
der Abbildung 37 dargestellt. Die Stdrke der wesentlichsten |
Vektorwellen dieses Windfeldes - dargestellt durch die Koeffizienten
der einzelnen orthogonalen Vektorfunktionen -~ sind auf der Tabelle
24 zu finden. Da die von mir verwendeten Vektorfunktionen auf

1 normiert sind, haben die Koeffizienten die richtige physikalische
und gréRenoxdnungsmidfige Dimension. R bedeutet rotationeller

und divergenzfreier Vektor, D kennzeichnet einen divergenten und
rotationsfreien Vektor. Divergenfe VektorwellenAfindet man nur fir
m=0; sie sind unabhidngig von der geographischen Lé&nge. Die
Abbildungen 38 bis 41 solien nur die Form der betreffenden Vektor-
wellen darstellen, die GréBe und das Vorzeichen der einzelnen
Wellenterme unseres Windfeldes werden durch die Koeffizienten

der Tabelle 24 gegeben;Durch die Vektorfunktion der GroBkreis-
wellenzahl n=2 (vexrgl. die Abb. 38) wird Luft vom Aquator zum

Pol transpdftiert. Der Term fiir n=4 (vergl. die Abb. 39) erhdlt
ein negatives Vorzeichen. Damii‘wird in den ndrdlichen Breiten
Luft nach Stden transportiert; Wwomit dort insgesamt der divergente
Wind nahézu verschwindet. In den Subtropéﬁ weht er jedoch nach
Norden und verstérkt dort den Anteil aus der divergenten Vektor-
welle n=2, Insgesamt macht 8ich also in der 500 mb-Fliche {ber

den Subtropen dgy divargente Antipassat bemerkbar. Allg Utbrigen
Vektorwellen sind divergenzfrei, also rotationell. Am krdftigsten

ist die Welle mit n=1, méo (Abb. 40) ausgepr8gt, die bis zum

Aquator hin eine Westwinddrift darstellt. bann folgen die



ebenfalls lidngenunabhldngigen Wellen mit den GroBkreiswellenzahlen
n=3 (Abb, 41) und n=5 (Abb. 42). Durch die erstere wird die
Westwinddrift in Bquatornihe abgeschwidcht, in den n&érdlichen
Breiten jedoch krdftig verstéd@rkt. Bei der letzteren hat man den
negativen Wexrt des Keoceffizienten zu berlcksichtigen. Damit erfolgt
eine welitere Verstélrkung der Westwinddrift in den gemédfigten
Breiten und ihre Abschwdchung sowohl in den Tropen als auch in

der Nihe des Pols. Als letzte wesentliche Modifikation geht in
unser Windfeld noch die Vektorwelle der Abb. 43 mit n=6, m=3 und

0=1 -~ jedoch mit negativem Vorzeichen - ein.
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Da die Teilreihen (4) der natlrlichen Orthogonalfunktionen
bei'vorgegebenem Freiheitsgrad n stets die optimale Darstellung
eines aktuellen Geopotentialfeldmsiwnx,t) ~ optimal im Sinne
kleinster Fehlerquadrate - liefert, kann man diese Funktionen
zuy objektiven Analyse von Geopotentialfeldern, also zur
horizontalen Interpolation verwenden. Ein mégliches Verfabron
sieht so aus: Das gesuchte Feld zur Zeit t wird durch eine Reina
(3) oder (4) mit den bekannten natlirlichen Orthogonalfunktionen
aber zundchst unbekannten Koeffizienten ci(t) angesetzt. Die
ci(t) werden dann so bestimmt, daf die Summe der Fehlerquadrate
an den Orten mit MeBwerten ein Minimum wird. Es i&$t angebracht,
bei der Summation der Fehlerquadrate Gewlchte zu verwenden,

die dem von anderen MeBorten freien "EinfluBbereich" jedes einzelnen
MeBortes proportional sind. Eine einfache Methode, um diese

Gewichte zu berechnen wurde von FECENER [10] angegeben.



Eine andere Anwendungsmdglichkeit der natidrlichen Orthogonal-
funktionen ist ihre Verwendung in Zirkulations—~ oder Vorhersage-
modellen. Die meteorologischen Variablen werden durch Reihen G1. (3)
von Orthogonalfiunktionen dargestellt. Da die Orthogonalfunktionen
Pi(¢,l) bekannt sind, erhldlt man ein Spektralmodell mit den
Koeffizienten ci(t) als neuen, eindimensionalen Variablen. Der
Vorteil gegenliber anderen Spektralmodellen besteht darin,

daB man mit der geringsten Anzahl von neuen Variablen die gréBt-
mégliche Aufldsung erreicht. Ein Beispiel flir die Anwendung
horizontalexr natiirlicher Orthogonalfunktionen in einem spektralen
Vorhersagemodell geben KARHILA und RINNE [11]. Diese Methode
scheint besonders flr Vorhersagegebiete geeignet zu sein, die nur
einen Teil der Hemisphdre umfassen. FREIBERGER und

GRENANDER [12] haben darauf hingewiesen, daB eine systematische
Untersuchung der rein zeitabhingigen Koeffizienten ci(t)

auf ilhre Frequenzspekﬁren und ihre zeitliche Erhaltungs-

neigung auch direkt zu statistischen Vorhersagemethoden

unter Verwendung von horizontalen natiirlichen Orthogonalfunktionen
fihren kann. VOGLERV[13J verwendét natirliche Orthogonalfunktionean
fir die drtliche Wettervorhersage, indem er mit ihrer Hilfe analoge

Feldverteiluhden auswahlte,

Die in dieser Arbeit durchgefiihrte Darstellung des Geo-
potentials der 500 mb~Flidche durch natdrliche Orthogonal- .
-funktianen‘solllmit halbtaglichen Daten auf alle Jahreszeiten
ausgedehnt werden., Dabedi ist vorgesehern, zun&chst fur jeden
“Mofriat des Jahres eine mittlere Verteilung zZu . berechnen, daraus
durch Entwicklung in eine zeitliche Fourlerreihe eine zeitlich

stetige Funktilon des Jahresganges abzuleiten, Es sollen dann

- 35 -
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nur die aktuellen Abweichungen von diesem Jahresgang nach
horizontalen natiirlichen Orthogonalfunktionén entwickelt werden.
Die lUbrigen Untéfsuchungen sollen ganz analog zﬁ den hier durch-
gefihrten erfolgen. Damit ha&tte man dann die meteorologische
Erxfahrung , die uns die jahrelangen Routinemessungen

des Geopotentials der 500 mb-Fliche geliefert haben, in kompri-

mierter Form dargestellt.

Diese Arbeit wurde als Teil des Forschungsprojektes "Energie-
haushalt und Zirkulation der Atmosphiire” mit Mitteln der

Deutschen Forschungsgemeinséhaft'finanziell gefdrdert.

Die umfangreichen Berechnungen wurden am Rechenzentrum der
Kieler Universitdt durchgefiihrt. Beiden Institutionen sei

daflir gedankt.
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Taballe

1

Eigenvwerte (Gewichte) der natlrlichen Orthogonal-

funktionen und die Fahler ilhrer Tellreihen

2 2,. 2 2,2
i "1 2 P’. in Pi/rl Fi /F’ wi /‘1
in (gpm) gpn in % in % in 2

o 5607.9 6414.49 411456.41

1 31441250.0 87.4 100.00 100.00  411356,41

2 999, 3 B8l.5 93.23 86.93 13.07

3 657,0 T77.4 88.50 76.33 e.60

4 £28.0 73.2 83.73 70.113 8.22

5 532.2 69.5 79.47 63.15 6.96

[3 464.9 66.0 75.54 57.07 6.0¢2

7 428.5 62,7 71.74 S51.46 5.61

8 383.9 59,6 68.15 46.44 5.02

9 339.4 6.7 64.81 42.00 4.44
10 291.5 54.0 61.80 38.19 3.81
11 246.7 51,7 59.13 34.9% 3.23
12 205.5 49.7 56.81 32.27 2.65
13 204.0 47.6 54.41 29.60 2.67
14 189.2 45.5 52,08 27.13 2.48
15 178.3 43.5 49.79 264.79 2.33
16 161.3 41.6 %7.63 22.68 2.1
17 144.1 39.9 45.60 20.80 1.83
13 121.0 38.3 43.83 19.21 1.58
19 118.9 36.7 42,02 17.686 1.56
20 102.0 35.3 40,40 16.33 1.33
21 100.7 33,9 38.74 15.01 1.32
22 88.1 32.5 37.22 13.36 1.15
23 78.3 .3 35.82 12.83 1.02
24 73.4 30.1 34,45 11.87 .96 -
25 69.5 28.9 33.11 10.96 «91
26 66.9 27.8 31.76 10.09 .87
27 63.4 26.6 30,42 9.26 .83
23 52.4 25.6 29.28 8.57 .69
29 49.0 24.6 28,16 7.93 .64
30 45.6 23.7 27.08 7.33 .60
31 50.7 22.8 26.08 6.80 53
32 39.4 21.9 25.07 6.29 «52
33 372.72 21.0 24.07 5.79 <49
34 33.7 20.2 23,13 5.35 .44
35 31.0 19.4 22.24 4 95 .41
a6 29.7 18.7 21.35 4.56 «39
kX 26.3 172.9 20,53 4.21 .34
33 24.6 17.2 19.73 3.89 «32
39 22.3 16.6 18.97 3.60 .29
40 20,5 16.0 18.25 3.33 .27
41 18.5 15.4 17.58 3.09 224
42 17.7 14.8 16.91 2.8% .23
43 16.3 14.2 16,27 2.65 «22
44 15.9 13.7 15,6% 2.44 «21
45 15.4 13.1 14.95 2.24 320
46 12,7 12.6 14.39 2.07 o7
a7 12,6 12.1 13.80 1.90 .16
48 11.2 il1.6 13.26 1.76 -15
19 10.8 11.1 12,72 1.62 14
50 10,0 10.7 12,19 1.49 .13
51 8.8 {0.2 11.71 1.37 <12
52 8.5 9.8 11,22 1.46 .11
53 8.3 9.4 10,73 1.15 w11
54 7.3 9.0 10,28 1.06 .10
55 6.8 8.6 9.83 «97 209
56 6.5 8.2 9,39 .88 .05
57 6.4 7.8 B.93 .80 .08
58 5.8 7.4 8,50 72 .08
59 5,3 7.1 8,08 .65 o7
(1] 4.9 6.7 .67 89 06
[} 4.3 (1} ?.30 %% LH8
62 4ot 6.1 5,82 A8 08
63 2.4 5.8 6,59 43 .04
E4 3.3 %.5 6,28 o3 .04
65 3.3 8,2 5.%0 35 .04
[.7:] 2.9 4.9 5.%6 «34 Y
&7 2.9 4.6 5.21 2% <B4
68 2.8 4,3 %.89 «24 +03
69 2.3 4.9 4.57 21 03
70 2.1 3.7 4,38 + 18 «03
71 2.0 3.4 3,9 .15 .03
72 2.0 3.1 3.59 .13 03
73 1.8 2.8 3.25 o111 02
74 2.7 2,5 2,89 .08 02
15 1.4 2.2 2.54 06 .02
76 ll‘ atg 2. 1‘3. -05 -02
77 1,3 1.5 1.71 .03 02
78 1.1 1.0 .20 <Ot «0f
79 1.1 0 200 « 00 0L



Tabelle 2

Kugelflichenfunktionskoelfizienten wied Inerglespekbirum
der 1. natiirlichen Orthogonalfunktlon des Geopotentials

der Nordhalbkugel in Soo mb im Winter (Dezember, Januar, Februar)

GroBkreiswellenzaht n— .
1 2 3 45 6 7 8 9 10 1 12

2

Quadratsumme

in gpmz;in 1012 kj“] in%

roin zonaler Anleil (h=m)
in% lLage ‘der Maxima

3

) z'pna,e 0 ~254 2 24 . -4 -1 .~ 1 | 65450 109400 nicht mitberlicksichtigt
- ' gL R SO ! ) 3 3 1289~ 2360 4090 |71  36°W
Wellenzah! . ’ :

" m 28n g' : 2; }6 -g» _g } .956 1624 3034 8 33°E,147°W
; 3 Sin 4 2 2o =3 ~Z " 70 1291 2412 | 13 23°W,143°W,979E
4 sin -¢ -5 -5 0 R 1 w72 32 | 6
558l ¥ -2 "} ] 3l 53 - 098 | 02
650 I T o | m o axm |1
7 5 | 3 9 2 3 006 | 02
8 oo : o8 P v 1 "2 003 | 02
in gpm? 342 64715 707 626 599 853 337 292 70 26 27 7 | 68601
Quadrat= ' g
_ in 10% &j* 582 110300 1201 1064 1019 1450 574 49 N9 44 46 12 116700
_summe - .
in %

033 9433 103 091 087 124 049 042 010 003 003 001

"% Wellenenergic auf .der Nordhalbkugsl




GroBkreiswellenzahl n

Spektralzerlegung

der 2 . natlrlichen Orthogonalfunktion

des Geopotentials der Nordhalbkugel

in 500 mb im VWinter (Dezember, Januar, Februar)

in gpm2

zonale Wellenzahl m . _
0 1 2 3 4 5 6 7 8

ol 1

1 9

2 144 A

3 34 3

4{ 25 104 5

5 5 25 0]

6{ 36 160 89 3

7 98 41 2 1

8l 25 36 97 2 0
9 5 5 1 1

io0f O 5 16 1 1
11 8 1 2 0
12y 1 0 1 0 1




Spektralzorlegung
der 3 . matiirlichen Orthogonalrfunktion

das Geopotentials der Nordhalbkugel

in 500 mb im Winter (Dezember, Januarx,

N -3
in gpm*~

Februax)

zonala Wellenzahl m
__© & 2 3 4 5 6 8
G O
3 i
21 16 2
53 53 5
—t
S alian 5 4
;3 5 169 61 2
Q)
e .
- 6 a 9 20 o}
g 7 45 50 13 0
4] .
=8 4 13 17 1 1
g 0 » 9 8 13
e}
o 10 0 2 5 2 o
Yo 5 2 2
12 1 O 3 1 o



n

GroBkreiswellenzahl

bl S

Spektralzerlegung

der 4 . natlirlichen Orthogonalfunktion

des Geopotentials der Nordhalbkugel

in 500 mb im Winter (Dezember, Januar, Februar)

. )
in gpm*

zonale Wellenzanl n
2 3

o 1 4 5 6 7 8
Q 0
i i
21 25 2
3 149 9
2]100 5 1
5 181 34 1
6l 1 10 5 2
7 5 34 5 o
8l 1 10 4 8 0
9 9 13 2 i
10| 1 5 2 5 1
11 1 2 o 1
12 Q Q ] 1 O



GroBkreiéwellenzahl n

Tavelle 6

gktralzexlegung

0
Ry

ol

¥}

=
Vo

natidrlichen Orthogonalfunktion

-

copotentials der Norxdhalbkugel

o}
(&

25 G
00 mbd im Winter (Dezember, Januar,
2

")
bas}
(83}

in gpmn

zonale Wellenzahl m

Februar)

0 i 2 3 4 5 6 7 8

o) O ;

S 4 ;

2| 36 L

3 2 8

49 45 5

5 26 82 5

. 6 1 5 65 1

7 45 45 20 0

8l 4 45 34 5 0
9 2 1 10 0
10 1 9 1 1 0
11 5 1 i 1
12 4 O 1 € 0
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GroBlRkreiswellenza

Tabelle 7

Spektralzerlegung

der 6 . natlirlichen Oxthogonalfunktion
des Geopotentials der Nordhalbkugel

in 500 mb im Winter (Dezenber, Januar,

. 2
in gpn*®

zonale Wellenzahl nm

Februar)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

ol O

1 5

2| 1 1

3 638 . 4

at 1 25 2

5! 58 65 2

6|16 5 13 1

7 0 81 9 0

al 1 26 5 10 0

9 0 9 10 i

1o0f{ 4 2 ‘ 1 5 0

11l -0 2 0 (

12§ 4 4 1 1 0




Grofkreiswellenzahl n

Tabzlle 8
Spektralzerleaegung
der 7 . natirlichen Orthogonalfunktion

des Geopobentials der Mordhalbkugel

in 500 mb im Winter (Dezember, Januar, Februar)

in gpm2

zonale Wollenzahl m

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0

1 2

2 4 1

3 18 0

4| 64 5 2

5 5 13 2

6! 36 74 34 1

7 37 17 10 ©

gl 1 25 45 2 0
9 16 1 5 1
10 1 5 9 4 0
11 1 0 2 1
12 1 2 1 5 0




Grofkreiswvellenzahl n

Tabelle 9

Spektralzerlegung

der 8 . natiirlichen Ofthogonalfunktion
des-Geopoténtials der Nordhalbkugél

in 500 mb im Winter (Dezember, Januar, Febrﬁar)

in gpm2

zonale Wellenzahl n

o) 17 2 3 - 4 5 6 7 8

ol © |
-1 13

21 9 8

3} 29 1

4l 4 65 1

5 82 10 1

6| 9 5 5 1

7 17 2 1 0

8|25 25 10 1 1
g 10 2 o 0

iol 4 4 5 1 1
11 4 1 2 1

12{ © 1 1 1 1




]

Tabzlle 10

Spelitralzerlegung

dor 9. natiixlichen Orthougonaliunktion
des Geapotonticels der Norxdhalbkugel

in 500 b im Winter (Dezember, Januar,

in qpmz

zonaele Wallanzahl m

Februar)

_© 1 2 3 4 5 6 8
ol O
1 2
21 9 1
3 9 1
41 9 40 0]
5 20 5 2
61 O 156 2 1
7 5 13 8 0
gi 1 45 8 4 0
9 2 8 1
10| 1 5 8 1 0
11 1 0 1
121 O 5 1 0] 0



GroBkreiswellenzahl n

Yapelle 11

Spektralzerlagung

der 10, natGrlichen Orthogonalfunktion

des Geopotentials de£ Nordhalbkugel

in 500 mb inm Winter (Degenmber, Januvar, Febrﬁar)

in gpm2

zonale Wellenzahl n

0 1 2 3 4 5 6 7 8

ol O
1 4 

2| 4 1

3 5 1

41 2 13 5

5 5 . 20 2

6|36 4 25 1

7 9 32 = -20 0

glio o 20 10 0
9 10 13 26 1

10] 0 0 1 4 0
11 0 I 4 ¢
1210 1 0 1 s
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GroBkreiswellenzahl n

Tabelle 13

Spektralzerlegung

der 12 . natirlichen Orthogonalfunktion

des Geopotentials der Nordhalbkugel

in 500 mb im Winter (Dezember, Januar, Februar)

in gpm2

zonale Wellenzahl m
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

T WY
N » O OV © 00 0 & W N = O
-

(o)

-—

N
w
o



n

GroRkreiswellenzahl

Tabhelle 14

Spelktralzerlegung

der 15 . natiirlichen Orthogonalfunktion
des Geopobtentials der Nordhalbkugel
in 500 mb im Winter {(Dezember, Januar, Februar)

in gpmz

zonale Wellenzahl n

0 1 2 3 4 5 G 7 8
ol 0 |
1 4
219 0
3 16 4
a{ 4 9 0
5 2 16 0
625 8 2 4
7 13 ‘ 2 , 4 2
8! 9 2 1 26 1
9 8 2 4 5
10{ 0 4 0 10 - 1
11 1 1 1 y
121 O 1 0 . | 1



Grobkreizswellenzahl n

Taballe 15

Spektralzerlegung

der 14 . natiirlichen Orthogonalfunktion

des Geopotentials der Nordhalkkugel

in 500 mb im Winter (Dezember, Januar, Februar)

in gpm‘

zonale Wellenzahl m

0 1 2 3 4 5 6 7 8
o{ O

1 8

21 O 1

3 17 1

4| O 0 0

5 4 5 0

6{ 1 1 5 5

7 5 9 5 0

gt 4 4 1 20 4]
9 41 10 4 1
10| 2 4 4 9 1
11 8 1 2 1
121 O 1 2 1 3




Grofkreiswellenzahl n

Tabelle 16

Spektralzerlegunyg

der 16 . natiirlichen Orthogonalfunktion

des Geapotentials der Norxrdhalbkugel

in 500 mb im Winter (Dezember, Januar, Februar)

in gpm2

zonalo Wellenzahl m
0 1 2 3
0

i~
(8]
[9)
)
«

e e
N = Q0 O O I 0 ;D WY = O
\n
U
N
[¢3]
—
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GrofRkreilswellenza

Tabelle 17

Spektralzerlegung

dexr 18 . natiixlichen Orthogonalfunktion
des Geopotentials der Nordhalbkugel
in 500 b im Winter (Dezember,; Januvar, Februaxr)
in gpm2
zonale Wellenzahl m
O 1 2 3 4 5 (S 7 3
of{ O
ol 4
2| 1 2
3 10 1
al & 5 4
5 1 1 0
6{ 4 2 g 1
7 5 5 2 2
gl 1 2 2 5 0
9 1 5 . 13 1 |
10{ 1 0 10 5 0
11 0 .2 5 2
121 0 0 d 0 Q0




GroBkreiswellenzahl n

Tavelle 18

Spektralzerlegung

der 20 . nattrlichen Orthogonalfunktion

DR}

des Geopotentials der Nordihalbxkugel
in 500 mb im Winter (Dezember, Januar,

in gpm2

zonale Wellenzahl n

o) 1 2 3 4 5 6 7 8
ol O
1 1
2| 4 1
3 4 0
4| © 1 1
5 0 1 1
61 2 0 K i
7 2 1 2 1
al O 1 5 10 O
9 4 17 p 7
10} O -0 2 9 2
11 1 9 . 8 2
1200 .2 1 .2 1



Takelle 19 ,
Enerziespektren der natiirlichen Orthogonalfunktionen des Ceopotentials
der 500 mb-Fliche der Fordhalbkugel fiir den Wintey (Dezemver, Januar, Pedbruar)
als Funktion der Grofkreiswellenmahl n o
{Die Tabellenwerte stellen die réumlich gemitielten Amplitudenguadrate in gpm2 dar)

Ordnungs.-¥r, {Wellenzahl

i der Ortho- n | 0 1. .2 3 4 5 6 7 8 9 1o 11 12
gonslfunktion halbe : _ _ o
|Wellénlfinge in km S 2000010000 _&RAT._5000 4000 3337 _2857. 2500. 2222 2000 1818 1867,
1 | | 31372650 342 64715 707 626 599 853 337 292 70 26 27 7
2 | 0,3 7 151 38 141 32 277 134 172 12 19 13 2
3 0,1 1 .19 56 127 233 33 103 34 28 11 10 2
4 0,1 1 30 154 99 220" 18 45 20 27 12 2 1
' 5 0,1 5 45 11 -60 114 66 108 88 127 14 9 2
6 0,0 4 3 76 32 1235 30 107 44 26 10 1 7
7 0,0 2 5. 18 78 ~°16 132..64 . 71 18 17 2 6
8 0,0 13 14 32 75 98 20 26 64 16 15 7 3
9 0,0 2 7 9 46 30 136 22 53 13 16 3 4
10 0,0 3 7 5 15 24 67 63 50 45 8 5 1
11 0,0 8 1 14 20 14 65 50 38 25 3 4 4
12 .0 3 3 10 -3 33 23 45 35 29 12 4 4
13 0, 5 g 22 16 17 43 19 36 18 i3 3 2
14 0, 6 i 21 0 8 8 17 33 59 20 14 2
15 Oy '3 4 5 24 22 15 33 19 25 11 8 4
16 0. 2 10 2 4 7 12 29 33 28 21 4 3



Enerpgiespektren der natiirlichen Orthogonalfuhktionen des Geopotentials

der 508 mb-Flache der FNordhaldbkuzel Tir don Winter (Dezcmber, Januar, Februar)

2ls Funktion der zonalen Wellenzehl m _

{(Die Tabellenwerte stellen die ridumlich gemittelten Amplitudenguadrate in gpmd.dar)

',?‘

' Orénungs.-Fr.  zonale Wellen~ - R
5 zahl m 0 1 2. 3 4 5 6 T 8
'%&ik%ﬁiﬁ?bonal ?§1§§n2§%é§§%§3g° . 180° 90° 60° 45° 369 300 w260 =323°.
1 - | 71438099 1289 956 760 101 31 . 11 2 1
2 242 157 313 74 203 S &4
3 ' 153 271 33 125 37 34 5 2 0
5 - 123 %49 . 32 88 10 9 15 2 1
5- 47 85 120 135 102 36 6 0 0
6 "23 154 .70 158 18 25 . 17 1 0
7 108 - 79 107 26 &84 14 8 1 0
8 50 172 111 14 24 5 4 1 .3
9 18 40 216 27 19 9 8 2 1
10 55 30 17 64 56 49 17 1 0
11 10 5 31 34 85 25 4 0 0
| 15 40 4% 45 20 39 30001 A
43 48 45 25 22 3 12 41 6 2
14 6 9 10 23 89 4 3 0
5 14 45 26 33 18 19 18 4 0
9 24 4% 24 8 0

5 16 13 24

Die Werte fir m = 0 st " - die Amplitudenquadrate der zonal cemittelten Werte.dsr



-t
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Tabellc 21
' Sextorales Inergiespelkirum der natiirlichen Orthogonalfunktion des Gecpotentials
der 500 wb-Fliche der Hordhalbkugel fiir den Winter (Dezember, Januar, Februar)

(Die Tabellenwerte stellen das ridumlich gemittelﬁe Ampilitudenquadrat in gpm2

der Terme mit den sektoralen Kugelflichenfunktionen dar).
Ordnungs :~Nr. geilgnzahl ’Q L 5 . s g 7‘ .

L halbe Wellenldnge . ; ‘ :

der Orthegonal— in km o= 20000 10000 6667 = 5000 4000 3333 - 2857 2500
funktion o ; , : - .

égnj‘angengra" © e 4g0® 90°  g0°  45°  36°  30°  26°  23°
1 31372650 342 40 64 31.. o4 5 1 1
2 . 0,3 7 5 2 5 0 i 0 0
3 0,1 12 5 2 2 0 o 0
4 0,1 1 2 8 -2 x 1 1 0
5 0,1. 5 14 8 4 5 2 0 0
& 0,0 4 2 3 1 2 2 0 0
7 0,0 2 0 1 1 0 0 0
8 0,0 13 7 1 1 0 B 0 0
9 0,0 2 1 1 0 1 1 0 0
0 0,0 3 11 3 2 1 0 0
1 9,0 8 -1 0 5 1.0 0 0
2 303 3 5 0 4 0 0 0



Tabelle 22

Korrelationskoeffizienten in % zwischen den natiirlichen Orthosonalfunkiionen
einerseits mad den optimal gefilterten Verteilungen von Land-iFaer,
der Orographie und den extraterrestriochen Strahlungegrdfen andererseits

natiirliche Orthogonalfunktion.3der Ordnung
1 2 3 4 5 6 7

8
«20 +26 + 8 +26. -3
>

Lgnd~Heer~Verteilung 100 r : -33 +20 +

8
n 2 2 8 > S 12 1

Orographie 100 r -7 . 412 -15 +20 +29 +13 -23 -16

' . i n % 4 4 5 9 5 7 )

Strahlungsbilanz 100 r . 494  -38 =19 422 421 -7 =10  -14

: n 3 2 8 3 2 5 2 2

absorbierte . 100 r . +96 ~£0 -22 +23 +24 -7 -11 -1%

Sonnenstrahlung n 3 7 7 4 11 ) 4 2

. langwellige {00 r +90  -41 =31 429 - 426~ 77 22 .23

" "Kusstrahlung n 2 6 4 4 5 6 5 7

Albedo 100 r =94 +41 +36. 27 =21+ 6 +15 -13

o : 2 "6 7 4 2 6 4 2



2  6 0 1 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 7% 78 82
i ! I 1 1 |

]000 1 1 i 1 1 H 1 O | | | A 1 1 1000
900 - - 900
800 - - 800
700 - 700
600 - 600
500 - 500
400 - 400
300 A r 300
200 A - 200
100 - 100

90 4 - 80
80 - - 80
70 - 70
80 - 60
50 - - 50
40 1 - 40
30 - ~ 30
20 - - 20
10 - - 10

NA
E 9 A - g
&8 -8
.E 7 7
N--

6 - S
Q
g
L. -4
3 - -3
2- -2
L )
1 9 T Y Ty Y R | R  g— L 1
2 6 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46 5C 54 58 62 66 70 74 78 82
Ordnungsnummer i
Die Eigenwerte (Gewichte der naitirlichen Orthogonalfunktion) als Funktion iswrer
Ordnungsnummer in logarithmischer Darstellung
Abb, 1
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1. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER. 500-MB-FLAECHE |
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM -

Abb.: 2
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2. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB=FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR).
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb, 3 '



3. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN. 10 GPM

Abb. 4



4. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
. AUFGELOEST BIS 2UR WELLENZAHL: 12 IN 10 6PM

Abb. 5
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5. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),

- AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12

IN 10 GPM -

Abb - 6
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6. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 ~ IN 10 GPM

Abb., 7



7. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb, 8



. 8, NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB~FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb. 9



9. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHML: 12 IN 10 GPM

Abb, 1o
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. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB
ER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FE

10
FU
AUFGELOEST 8IS 2V

IN 10 GPM

R WELLENZAHL: 12

© Abb. 11



12. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 N 10 GPM

Abb. 12



16, NAT, ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE

- FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),

AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb. 13



20. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE .
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELQEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb. 14
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32. NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE
FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb. 15



s arHat UNKTION DER 500-MB-FLAECHE -
48, NAT. bm‘rN%%gN?DngEMBER,,JANUAR, FEBRUAR),
i‘f,ﬁ%ﬁ%’;smms 2UR WELLENZAHL: 12 IN 10 |

Abb. 16



64, NAT. ORTHOGONALFUNKTION DER 500-MB-FLAECHE

FUER DEN WINTER (DEZEMBER, JANUAR, FEBRUAR),
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 12 IN 10 GPM

Abb, 17
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Fehler der ,

1. bis 2. naturlichen Orthogonalfunkilon der
- Hthe der 500-mb-Fldche in 10 gpm

7. 1. 72 12 GMT

aufgeltgst bis zur Wellenzaht: 12

Abb. 21
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1. BIS 10. NATURLICHE Orthogonalfunktion der
Hohe der 500-mb-Fldche in 10 gpm

7. 1. 72 12 GMT

aufgelust bis zur Wellenzahl: 12

Abb. 22
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Fehler der
1. bis 10. naturlichen Orthogonalfunktion der

Hohe der 500-mb-

7. 1. 72 12 GMT
auf gelust bis zur

Abb. 23

Fldche in 10 gpm
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Fehler der
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LAND-MEER-YERIEILUNG DER NORDHALBKUGEL IN PROZZHT
AM_AEQUATOR GESPIEG .
AUFGELOEST BIS ZUR WELLENZAHL: 5

Ab:b + 26
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Abb. 37 in 500 wmb
im Winter (Dez,, Jan., Febr,)

berechnet
aus der 1. natlrlichen Orthogonalfunktion
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Abb. 39



FELD MIT N= 3, M= 0, SIGMAx0, S=1

do

Abb.



FELD MIT N= 4, M= 0, .SIGMA'D: S=p

L L L TR X

Abb, 41



FELD MIT N= §, M= 0, SIGMA=0, S=1

R Y P R T

Abb, 42



FELD MIT Ne 6, Ms 3, SIGMA*1, Se1

Abb. 43
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