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Zusammenfassung

Es wird ein numerisches Verfahren entwickelt, mit

dem es mdglich ist, die internen Eigenschwingungen

aus rotierenden abgeschlossenen zweigeschichteten
Wasserbecken bei variabler Bodentopographie zu be-
rechnen. Die Frequenzen und die Struktur der Eigen-
vektoren der freien internen Schwingungen eines
Zweischichten-Modells des Bodensees bel konstanter
Rquivalenztiefe werden beil unterschiedlichen Rotations-
geschwindigkeiten bestimmt. Die internen Querschwingun-
gen des Uberlinger Sees werden mit einer Reihe von
Modellen untersucht, und es zeigt sich, daB die
Struktur der Grundschwingung wesentlich durch die
verdnderliche Bodentopographie und durch den abschlies-

senden Rand beeinflusst wird.



Summary

A numerical procedure is used to develop a method
for the evaluation of the internal free modes of
oscillation in a two-layered rotating closed basin
with topography.

Frequencies and model structures of free internal
oscillations in a two-layer model of Lake Constance
assuming a uniform equivalent depth are calculated
for various rotation rates.

Transverse internal seiches in various models of
Lake Uberlingen are studied. One can see that topo-
graphic effects and the presence of end walls are
important for the structure of the fundamental mode.
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EINLEITUNG

Die freien Schwingungen abgeschlossener Wasserbec
sind ein Phidnomen, das sich bei genauer Beobachtung in jedem
See oder Weiher nachweisen 148t, Am Genfer See, wo die rhyth-
mischen Anderungen des Standes des Seespiegels Amplituden
von mehreren Dezimetern haben k®nnen, sind es diese Auslen-
kungen der Wasseroberfliche, die am augenfdlligsten sind und
den Anwohnern seit Jahrhunderten unter dem Namen "seiches"
bekannt sind, Die horizontalen Stromungen, die selbst bei so
groBen Amplituden maximal auftreten konnen, sind nicht grioBSer
als 2-3 cm in der Sekunde und entziehen sich von daher der
Beobachtung mit bloBem Auge. Da am Bodensee die durch die
freien Schwingungen bewirkten Hohenunterschiede im Wasser-
stand in der Regel nur wenige Zentimeter sind, bleibt den
Bodensee-Anwohnern das Phidnomen der Oberfldchen-Seiches ver-
borgen, es sei denn, es treten ganz auBergewShnliche Ereig-
nisse ein, wie das von dem Chronisten Schulthaiss (1549) be-
schriebene "Wunder anloffen des wassers™ bei Konstanz, das
von Hollan et al (1980) als resonant angeregte Grundschwin-
gung der Bucht von Konstanz erkldrt wird.

Im Gegensatz zu den Oberfldchen-Seiches weisen die mit
den internen Seiches verbundenen Strdomungen erhebliche Ampli-
tuden auf., Sehr anschaulich beschrieben wird dies vom deut-
schen Ubersetzer einer Arbeit von Forel (1893), Eberhard Graf
Zeppelin, der in seiner "Vorbemerkung des Ubersetzers"
schreibt:".... Unter dem Wort "Rinnen" verstehen die Schiffer
und Fischer am Bodensee die in stidrkerem oder schwicherem Maasse
fast ununterbrochen wahrnehmbare Strdmung des See-Wassers, ver-
moge deren das letztere, ohne etwa irgendwie durch Wind getrie-
ben zu sein, flussdhnlich einmal nach dieser und das anderemal
nach jener Richtung der Windrose zu fliessen (bezw. also zu
"rinnen") scheint. Die Fischer tragen dieser Strémung Rechnung,
indem sie, um eines groésseren Fanges der von ihr mitgenommenen
Fische sicher zu sein, ihre Netze quer gegen dieselbe auswer-
fen. Den Schiffern dagegen, insbesondere auch den Dampfschiff-
Flihrern beim Anlegen an die vielfach weit in den See hinaus-
gebauten Landungsbriicken, macht sich dieses Rinnen dadurch oft
recht merklich fihlbar, dass es, das Schiff (zuweilen wohl auch



nur dessen Vorder— oder Hinterteil) erfassend, dasselbe ab-
treibt und die Landung erschwert, wenn €s verabsdumt wird,
das Schiff mdglichst rasch anzubinden....".

Diese horizontalen Wasserbewegungen mogen fur den Fischer von
untergeordneter Bedeutung sein, wenn durch sie die mdgliche
Fiille seiner Netze keine Beeintrdchtigung erfdhrt. Fir den
messenden Planktologen wirft dieses "Vorbeirauschen" oder
"Rinnen" der Wassermassen ein auSerordentlich schwer zu ldsen-
des Problem bei Untersuchungen iiber die Phytoplanktonentwick-
lung auf. Die an einer Stelle des Sees gemessenen Schwankun-
gen in den tdglich (oder auch mehrstiindlich) gewonnenen Er-
gebnissen einer Probenahme (Geller, p.M.) werden in den sel~
tensten Fidllen die tatsdchliche Biomassenverdnderung darstel-
len und sind auch nicht durch die "patchiness" der Plankton-
verteilung zu erklédren. Vielmehr wird man die beobachteten
Biomassenschwankungen an einem bestimmten Probenahmepunkt
stets mit direkt windgetriebenen Horizontalwasserbewegungen
oder mit internen Seiches in Beziehung setzen miissen.

Fir den Wasserbauingenieur ist es wichtig, zu wissen,
wie sich kiinstliche Einleitungen (Abwasser) im Kiistenbereich
verhalten, Dabei hat er drei Situationen zu unterscheiden:
Wahrend Perioden langanhaltender, kiistenparalleler Stromung
ist die Dispersion ins Innere des Sees relativ schwach, aber
der Kiistenbereich in Stromungsrichtung wird in Mitleidenschaft
gezogen, Wdhrend Perioden schwacher oder verschwindender
kiistenparalleler StrSmung wird sich vor der Einleitungsstelle
eine Wolke hoher Konzentration an eingeleitetem Schadstoff
ausbilden., Wdhrend Perioden von oftmaliger Stromumkehr ist
die Dispersion zum Seeinmmeren hin sehr groB. Murthy (1972)
zeigt, daB der turbulente Diffusionskoeffizient bei wechsel-
den Strémungen sich um einiges grisBer als bei gleichbleibend
gerichteter Strdmung ergibt. In diesem Zusammenhang gewinnt
qie Kenntnis der horizontalen Amplitudenverteilung der (sich
stdndig umkehrenden) Stromungen, die mit den freien intermen
Schwingungen eines Sees einhergehen, erhebliche Bedeutung.

Neben diesen Horizontalversetzungen der Wassermassen
sind.mit den internen Seiches auch Vertikalverlagerungen von
betrdchtlichem AusmaB verbunden. Die Grenzschicht zwischen
warmem Deckschichtwasser und kaltem Unterschichtwasser er-



fdhrt Auslenkungen von 10 m und mehr. Da der Bodensee in-
zwischen als Trinkwasserreservoir fiir iilber 1oo Stddte und
Gemeinden mit 2,5 Millionen Menschen genutzt wird und von den
rund 20 Entnahmestellen einige in nur 30 m Tiefe angelegt sind,
ist eine Kenntnis der periodischen vertikalen Schwankungen
der Sprungschicht um ihre mittlere Tiefenlage (die im Spit-
sommer nur wenig hoher als 30 m liegt) von groBem Interesse.
Die Bedeutung dieser Vertikalversetzungen der Sprungschicht
wird offenbar, wenn man bedenkt, daB viele der eingeleiteten
Stoffe, die allenthalben in den See gelangen, aufgrund der
Temperatur der sie befdrdernden Wassermasse sich im Tiefen-
niveau der Sprungschicht einschichten,

Trotz der enormen Bedeutung fiir die Anwohner des Sees
sind wissenschaftliche Untersuchungen iiber die interne Dyna-
mik des sommerlich geschichteten Bodensees bis vor wenigen
Jahren nur sehr vereinzelt und ohne die notwendige instrumen-
telle Ausriistung vorgenommen worden, So bedeutet die Bodensee~
Expedition, die 1972 unter der Leitung von E. Hollan mit ei-
nem kompakten Einsatz von ozeanographischen Mefgerdten durch-
gefiihrt wurde (siehe dazu Hollan (1974)) einen drastischen
wWandel in der physikalischen Limnologie des Bodensees. AbDb.E.1
zeigt die Lage der Verankerungen im StrdmungsmeBprogramm 1972,
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Friedrichshafen

Lindau

4 55(® jM—\ZOO ®sé
Konstanz lsso sie l'h\I
570——,\\35}

Romanshorn

Bregenz

Alpenrhein

| S
0 5 10 km

~J Rorschach
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Abb.E.1 Lageplan der MeBkettenverankerungen im StrdmungsmeS-
programm 1972, Aus Hollan (1974).
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Mit dieser grof angelegten MeBaktion wurde nicht nur ein be-
deutender Schritt auf dem Sektor der mefbtechnischen Untersu-
chung der hydrodynamischen Vorginge im Bodensee gemacht, durch
das vorgelegte Beobachtungsmaterial wurde auch der Hintergrund
geschaffen filr eine vergleichende Anwendung der analytischen
und numerischen Ldsungsmethoden der Hydrodynamik.

Bei den eingangs in ihren Auswirkungen bzw. Erschei-
nungsformen beschriebenen freien Schwingungen handelt es sich
um stehende Schwerewellen (Schwingungen der 1. Art), die aus
Schwankungen der Oberfliche (oder auch interner Grenzflichen)
um ihre Gleichgewichtslage bestehen. Die riicktreibende Kraft
ist die Schwerkraft. Die Erdrotation hat nur einen modifizie-
renden Einfluf auf die Eigenschaften dieser Art von freien
Schwingungen.

Schwingungen 2. Art (rotational modes), die als zweiter
Typ von freien Schwingungen eines Wasserkdrpers auf einer ro-
tierenden Ebene auftreten konnen, sind niederfrequente Schwin-
gungen mit W<f. Ihr Auftreten hidngt ab von der Existenz eines
Gradienten der potentiellen Vorticity, der entweder durch die
Breitenabhingigkeit des Coriolisparameters oder, fir eine ho-
mogene Wassermasse, durch Tiefenverdnderlichkeiten des Beckens
hervorgerufen sein kann.

Die Versuche, analytische LOsungen fiir das Problem der
freien Schwingungen zu finden, muBten auf Wasserbecken von idea-
lisierter Gestalt (kreisfdrmige, elliptische oder rechteckige
Becken) beschrinkt bleiben, da nur solche einfache Beckenformen
die analytische Behandlung der dynamischen Gleichungen und ge-
schlossene Ldsungen zulassen (siehe dazu den historischen Uber-
blick bei Rao (1966)). Berilicksichtigt man auch den EinfluB der
Erdro?ation, so wird schon die Berechnung der freien Schwingun-
gen eines rechteckigen Beckens mit konstanter Tiefe ein recht
vrompliziertes mathematisches Unterfangen (Rao 1966). Es ist
naheliegend, daR bei natiirlichen Wasserbecken mit beliebiger
Rand- und Bodenkonfiguration die mathematischen Schwierigkeiten
durch ein analytisches Verfahren nicht mehr 1&sbar sind.

Die klassische Kanaltheorie, die (bei Vernachlisssigung
der Erdrota?ion) durch Mittelung der Gleichungen in Querrich-
tung das Problem auf ein eindimensionales reduziert, fithrt bei



vielen natiirlichen Becken, wenn sie schmal und langgestreckt
sind, auf zufriedenstellende Ergebnisse (siehe dazu Defant (1960)
oder - fiir den Bodensee - Hollan et al (1980)). Fiir grdRere Seen,
bei denen die Struktur der freien Schwingungen durch die Erdro-
tation bestimmt ist, erhidlt man Systeme von Amphidromien, die
nur fir die niederen Schwingungsordnungen - unter Hinzunahme von
Kelvinwellen zu den LOsungen der Kanaltheorie - nachvollziehbar
sind (Defant 1954, Platzman and Rao 1964). Filr h8here Ordnungen
und im Uhrzeigersinn drehende Amphidromien ist die Kanaltheorie
ohne Wert.

Ein von Proudman (1916) entwickeltes analytisches Ver-
fahren zur Bestimmung der zweidimensionalen freien Schwingungen
eines homogenen Wasserbeckens benutzt Rao (1966) zur Untersuchung
der freien Schwingungen eines rotierenden, rechteckigen Beckens.
Eine Erweiterung dieses Verfahrens (Rao and Schwab 1976) ermdg-
licht durch den Gebrauch von rédumlichen Differenzenquotienten
die Behandlung natiirlicher Becken mit beliebiger Bodentopogra-
phie und beliebiger Randkonfiguration. Bei Nichtberilicksichtigung
der Erdrotation ist eine vereinfachte Version dieser allgemeinen
Theorie anwendbar und wurde zur Berechnung der ersten Ordnungen
der Oberflichenseiches des Bodensees herangezogen (Hollan et
al 1980).

Bei ebenem Boden besteht die M8glichkeit einer Separation
der Bewegung in einen barotropen Anteil und einen baroklinen An-
teil, wobei letzterer charakterisiert ist durch nahezu gleich
grofRe aber entgegengesetzt gerichtete Volumentransporte in der
Deckschicht bzw. der Unterschicht. Die Gleichungen fir die so
erhaltene barokline Bewegung sind vdllig &quivalent zu den Glei-
cungen, die fiir die barotropen Schwingungen gilltig sind, wenn
man nur die Schwerkraft durch einen reduzierten Wert und die Ge-
samtwassertiefe durch eine Aquivalenztiefe ersetzt. Damit be-
steht die Mdglichkeit, die freien Schwingungen von zweigeschich-
teten Becken mit den gleichen Verfahren wie die bei homogenen
Wasserbecken angewandten zu behandeln. Rao (1977) macht dies mit
einem semi-analytischen Verfahren fir zweigeschichtete recht-
eckige Becken, Schwab (1977) berechnet die freien internen Ei-
genschwingungen eines Zweischichten-Modells des Ontario-Sees.

Auch die Ergebnisse, die Kanari (1975) filir den zweige-
schichteten Lake Biwa erhilt, basieren auf der Separation von
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barotroper und barokliner vertikaler Eigenfunktion und sind
demnach bei ebenem Boden berechnet. Im Gegensatz zu den bisher
erwihnten Verfahren werden hier zunidchst Zeitreihen der wind-
bedingten Strémung und der Auslenkungen der Grenzfliche berech-
net und aus diesen vermittels Fourieranalyse die Perioden der
freien Schwingungen bestimmt.

Der einzige mir bekannte Versuch, die internen Seiches
eines Sees bei variabler Bodentopographie zu berechnen, wird
von Hamblin (1978) unternommen. Dabei beschrinkt sich Hamblin
aber auf die Betrachtung der niederfrequenten Kelvinwellen,
fiir die die Annahme gerechtfertigt erscheint, daB® die Stromung
hauptsidchlich parallel zu den Tiefenlinien verliduft (Wang and
Mooers 1976) und damit eine Separation von Vertikal- und Hori-
zontalbewegung mdglich ist. Diese Entkopplung ist nicht mdglich,
wenn aufgrund einer Stromung quer zu den Tiefenlinien eine
Vertikalkomponente der Strdmung hervorgerufen wird. Bei inter-
nen Schwingungen, deren Perioden in der Ndhe der Trigheitspe-
riode liegen (Poincaré-Wellen) sind die beiden Komponenten
quer bzw. parallel zu den Tiefenlinien nahezu gleich grof und
damit sind diese Schwingungen durch die Hamblinsche Betrach-
tungsweise nicht erfaBbar,

Es ist also festzustellen, daB es bis heute an einem
geeigneten Verfahren fehlt, das eine Behandlung der internen

Eigenschwingungen erlaubt, ohne daf tiefgreifende Einschrin-
kungen (wie ebener Boden oder Strdmung parallel der Tiefen-
linien) vorgenommen werden miissen. In der vorliegenden Arbeit
wird ein mathematisch einfaches Verfahren vorgestellt, das die
fir die freien Schwingungen mehrfach geschichteter Wasserbecken
glltigen Differenzengleichungen in ihrer vollsténdigen Form
16st, das heiRt, die Kopplung zwischen barotroper und baro-
kliner Bewegung aufgrund variabler Bodentopographie bertick-
sichtigt. Damit besteht auch die Méglichkeit, verschiedene
Approximationen, die bisher unternommen wurden, um das Problem

der Separierbarkeit bei variablem Boden zu umgehen, auf ihre
Stichhaltigkeit zu tiberpriifen.
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I. DIE AUSGANGSGLEICHUNGEN FUR EIN ZWEIGESCHICHTETES MEDIUM

I.1 Das Zweischichten-Modell

Ein Vertikalprofil der mittleren Dichte g,(z), das ty-
pisch fir die Verhidltnisse im Herbst 1972 im Uberlinger See
ist, zeigt die Abbildung I.1. Die Temperatur einer gut durch-
mischten Schicht, die bis unterhalb 2o m Tiefe reicht, &ndert
sich innerhalb weniger Meter auf bedeutend niedrigere Werte.
Unterhalb dieser Tiefenlage mit groRen Vertikalgradienten geht
die Temperatur allmihlich iliber zu den Werten des tiefen Sees.
Die herbstliche Auskiihlung bewirkt bei ruhigen Wetterlagen
zwar eine Abnahme der Deckschichttemperatur, beldft aber die
Sprungschicht in ihrer Lage (siehe dazu Hollan 1974).
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Abb.I.1 Typische Vertikalprofile §(z) und T(z) Mitte Oktober 1972

im Uberlinger See. Die Zustandsgleichung fir SiiBwasser wird
nach Simons (1972) durch die Form go(z)=§h-o(T-T4f' approxi-
miert. Der thermische Ausdehnungskoeffizient wird zu
ue7,3“-6 Grad-2 bestimmt (nach Selenka und Ruschke (1965)),

T1 ist die Temperatur des Dichtemaximums (N°C) und ?1 ist die

Dichte bei 4°C.

Ein einfaches Modell fiir eine derartige Dichteschichtung

ist durch die mittlere Dichteverteilung gemiB

% fir o£z<h1

eo(i '{ f fir h <z€H(x,y)

gegeben. Fir ein Medium, das sich solchermaBen aus zwei



Sehichten verschiedener Dichte, einer durchmischten Deckschicht
der konstanten Dichte 04 {iber einer durchmischten Unterschicht
mit der Dichte fa (ﬁ> ﬁ), zusammensetzt, kénnen die lineari-
sierten Gleichungen fiir die f-Ebene (oder auch die( -Ebene),
mit denen Bewegungen kleiner Amplituden um einen hydrostatischen
Gleichgewichtszustand beschrieben werden (siehe LeBlond and
Mysak (1978),Seite 119), als gilltig angesehen werden. Setzt man
dariber hinaus flir ein zweigeschichtetes Medium die Giltigkeit
der Gleichungen flr lange Wellen voraus (und damit die z-Unab-
hingigkeit der Horizontalgeschwindigkeit in jeder der beiden
Schichten), dann lauten die Bewegungsgleichungen fiir die Deck-
schicht

dp,
wefe-af (122
v, ]
5{_{‘“’ --.;.{%E ’ (I.2b)

“9p¢
R : (1.2¢)

und fir die Unterschicht

ot f ! (L.32)

'b\l,,_ 41 Jpa

2 -fu, TRy (I.3b)
’% = fz% . (I-BC)

Dabei sind u1’2, v1’2, p1,2 die Komponenten der Horizontal-

geschwindigkeit und der Druck in der Deckschicht bzw. in der

Unterschicht, f ist der Coriolisparameter und g die Schwere-
beschleunigung,
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Abb.I.2 Zweischichten-Modell eines sommerlich geschichteten Sees

Durch Integration ergibt sich aus (I.2¢c) fir die Deck-
schicht (-3,€¢z¢h -7,)

Pr= P+ ga(hiee) (I.4a)

und fir die Unterschicht (h1-§2<z<H)
P P-*m(?.*hrﬂ)fqﬁ(mz-h,) , (I.4b)

wobei der Atmosphidrendruck P, filr freie Bewegungen als kon-
stant anzusehen ist, Die Bedeutung der Variablen ist der
Abb,I1.2 zu entnehmen., Die Beziehungen (I.4a) und (I.4b) er-
mSglichen die Elimination von p; und p, in den Bewegungs-
gleichungen, die somit nach Vertikalintegration iiber die je-

weilige Schicht lauten

g
%.:wf\(qh‘% -0 . (I.5a)

%-fu‘fgk’,% =0 ' (I.5b)



auz 'a 4 ’_D_Z} - ( .63.)
= +fV;+c38h,5§- *%‘h"bx o I

? "33, ™. , 6
% -{‘u,ﬂgsh,b—g + iehz,a& 0 (%.60)
hy

h,
Dabei sind U‘sfu‘dt, V fv.dz uz. f\l da V f\l d2

die Komponenten des horlzontalen Volumentransports der je-
weiligen Schicht in x- und y-Richtung, und es wurde € j%ig
und &=9p, gesetzt.

Die Kontinuititsgleichungen fiir die beiden Schichten

lauten
B\H 'b;‘ + ?a_g = 0O ’ (I.7a)

%_:1_'.;2_;;_‘_’%_:; a0 R (I.7b)

und gehen durch Vertikalintegration liber die jeweilige Schicht
unter Berlicksichtigung der Randbedingungen

(O)' .-‘)?‘ , (I.8a)
M(h‘)’ W,.(hq)' Q?_a%x . (I.8b)
(H) u;‘)H %3 , (I.8¢)
dber in
[
%—:‘-Q-’%—:l 1-’%& = O . (I.9b)

Addiert man die Kontinuititsgleichungen (I.9a) und (I.9b),
so lassen sich die beschreibenden Gleichungen in Vektorform
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folgendermaBBen darstellen

‘%Y"b{kx\/, 1-<3h,v?4 -0 ,

g—%+v'v1+v'vz'o ’
(I.9)

%% + fl( xV, + 35h,v§ + 36|'1;V?; =0,

o .
5 + vV, = o .

Flir ein abgeschlossenes Wasserbecken sind die Randbedingun-

gen gegeben durch

Vin=0o uwa Vop=o . (I.10)

Der Volumentransport der jeweiligen Schicht in Richtung der

Normalen zum seitlichen Rand soll also verschwinden.

Das System (I.9) 1&Bt sich in Operatorenschreibweise durch
da

darstellen, wobel

a=|V, (xyt) , L- / {kx c}hv o) 0
%(xyt) v. o v 0

VJ x,sj,i) 0 géhtv fk X fhzv

\T2 (xud), \ 0 °o V. 0

In diesen Gleichungen wird die Schichttiefe h, als abhingig
von den horizontalen Koordinaten angesehen, also h2=h2(x,y).
Im weiteren dieser Arbeit werden zwar auch LOsungsverfahren
fir den Fall konstanter Schichttiefe h2 behandel? u?d Fé?le
spezieller Bodenformen, aber die Essenz der Arbelt ist die
Herleitung und Benutzung eines numerischen Verfahrens zur
Losung des Eigenwertproblems eines abgeschlossenen, zweige-
schichteten Wasserbeckens beliebiger Randkonfiguration und

belienht 'er Bondentono ranhie,

|
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I.2 Die Eigenschwingungen des zweigeschichteten Beckens

Eigenschwingungen sind gekennzeichnet durch ihren
sinusoidelen zeitlichen Verlauf und somit darstellbar durch
den Ansatz

V, (xy.t) (xy)

Clagid) | ?'(":5) et (1.12)

V, (x,g,‘l) V'(x,g)

S (xy.t) ? x4) .
Dabei ist W die Frequenz der Schwingung, i = -1 \/4 ’ 11 R
V*und Zl sind die (komplexen) Amplituden der Horizontalkom-
ponenten des Volumentransports bzw, der Auslenkungen der je-
weiligen Schicht. Geht man mit diesem Ansatz in das Gleichungs-
system (I.9) ein, so erhidlt man

oW, + PV 4 %‘uv?.' -0
(W ?" A AER A

(I.13)
WV, +kav +%Sklv§ geh, v~§ -0,
u.a} + v V
Die Randbedingungen (I.10) lauten nun
]
\\/1'ln=0 und \/:'m=0 . (1.14)

In Operatorenschreibweise stellt sich das System (I.13) dar

durch
wA+LA -0
oder (LUQI+ L)A =0

)
wobei A= V'] und I die Einheitsmatrix ist. Der Stern wird

) im weiteren weggelassen; da die folgenden Be-~
V,; trachtungen nur noch im Frequenzbereich er-
?,_ folgen, iat eine Verwechslung ausgeschlossen,

’ (1I.15)
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Die Eigenwerte W; des Operators L in (I.15) sind die
(mit i =-v:?‘multip1izierten) Eigenfrequenzen der freien
Schwingungen des betrachteten Beckens und dielkis sind die
dazu gehdrigen Eigenvektoren, Jeder Eigenvektor‘/\iist Funk-
tion der horizontalen Koordinaten und gibt die Struktur der
Eigenschwingung mit der jeweiligen Frequenz W; an,

Im Prinzip existieren zwel unterschiedliche L&sungs-
typen des Eigenwertproblems (I.15). Die erste Art sind freie,
stehende Grenzfldchenwellen, die ihre Existenz der riicktrei-
benden Kraft der Schwerkraft verdanken., Die zweite Art, die
nur bei Beriicksichtigung der Erdrotation auftreten kann,
wird durch die riicktreibende Kraft der ridumlichen Anderungen
der potentiellen Vorticity T

S [/ E5 NV B
A T % "oy !

bewirkt. Im Fall des Bodensees, wo der Coriolisparameter f
als rdumlich konstant iiber den ganzen See betrachtet wird,
kann sich die potentielle Vorticity nur durch eine variable
Bodentopographie &ndern., Im Periodenbereich oberhalb der
Trigheitsperiode treten denn auch diese Schwingungen 2. Art
auf und sind allein aufgrund ihrer Periode nicht von den
ersten Ordnungen der internen Seiches zu unterscheiden. Eine
Unterscheidung zwischen diesen verschiedenen Ldsungstypen
ist erst aufgrund der v6llig verschiedenen Struktur der
Grenzflichenauslenkung und/oder der vertikalen Verteilung
der Strdmungsgeschwindigkeit mdglich,

Lésungen der zweiten Art werden in dieser Arbeit nur
insofern behandelt, daB die Losungen des Eigenwertproblems,
welche Schwingungen 2. Art zuzuordnen sind, als solche iden-
tifiziert, dann aber nicht weiter untersucht werden. (Siehe

aber die Anmerkungen im Abschnitt VI).

1.3 Trennung der Bewegung in barotrope und barokline ver-

tikale Eigenfunktion

Charney (1955) zeigt, da8 - fiir den Fall ebenen Bo-
dens - die Trennung der Bewegungen einer zweigeschichteten
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Wassermasse in eine barotrope Bewegungsform, bei der die
Stromungsgeschwindigkeiten in den beiden Schichten dieselben
sind, und eine barokline, oder interne, bei der die Stro-
mungsgeschwindigkeit der jeweiligen Schicht umgekehrt pro-
portional zur Schichttiefe ist, exakt moglich ist. Die fir
die Unterschicht giiltigen Gleichungen in (I.13) werden bei
dieser Methode mit einer willkiirlichen Konstanten o¢ multi-
pliziert und zu den entsprechenden Gleichungen der Deck-
schicht addiert, so0 daB8 man erhdlt

Lw@+ka\’»\/+%v(?\‘{4+o<eh;§l)=o , (I.15a)

A A
wi+ v-V =0 : (I.15b)

Dabei werden folgende Definitionen vorgenommen

A

VaVNiraV, | §34(a-1)]
')-\nﬁor(i-e)h )

Man sieht, daB das Gleichungssystem (I.15) dann dquivalent

dem Gleichungssystem eines Einschichten-Modells wird, wenn

die willkiirliche Konstante o so gewdhlt wird, daB der Druck-
A

gradientterm in (I.15a) nur noch eine Funktion von T ist, Dies
ist der Fall, wenn

2N s aliedh, (x.17)

(1.16)

Beriicksichtigt man, daﬁ € in der GréBenordnung von ,-3 ist,
wihrend das Verhdltnis der Schichttiefen sich héchstens um
eine GroSenordnung von 1 unterscheidet, erhilt man folgende

zwel approximativen Ldésungen der aus (1.17) resultierenden
quadratischen Gleichung fiir oc

“¢=4+%\l ! f>e’hr"\":v. !

hy 5 . chh, (1.18)
‘ ht ’ : h{’hz )
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Die:\k (k=e,i) stehen fiir die barotropen (externen) und ba-
roklinen (internen) "Aquivalenztiefen" des Beckens. Die dazu
gehdrigen Gleichungen folgen hiermit aus (I.15) und haben die
Form

wa¥ + fkx V| + %fkkvﬁ =0 (1.19a)

wg + -V =0 . (I.19b)
Die Variablen folgen aus (I.16) und (I.18)

R AR A S AN

+ h,
{a“ﬁ‘;\h‘ﬁ Y \Vﬁ\v«'ﬁ;\vz ’

(I.20)

Dabei wurde fiir k=e berlicksichtigt, da8

\:t‘;; ~ 4 t hl+ehl~ hl ’

und fiir k=1, da8 §,«¥, ist.

Aus (I.20) ist ersichtlich, daB fiir die baroklinen vertika-
len Eigenschwingungen (V,=0) V,=-Y, gilt, wdhrend sich im
barotropen Fall (\é:o) die mittleren Geschwindigkeiten der
jeweiligen Schicht gleich sind, Die Gleichungen fiir die ba-
roklinen Bewegungen eines entkoppelten Zweischichten-Systems

1+

sind demnach

: ¥ O%
wul+fvl+%h,§;=o ,

* ’63;
WV, -fU#ghezy =0 (1.21)
W, O
LVDgl'ﬁi;: + —g- 0 .

Damit ist fiir die internen Eigenschwingungen ein Gleichungs-
system abgeleitet, das sich formal nicht von den fiir ein ba-
rotropes Einschichten-Modell gilltigen Gleichungen unterschei-
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det. Pir die internen Schwingungen sind gegeniiber den exter-
nen (barotropen) Schwingungen lediglich einige GréBSen anders
definiert: der Wert fiir die Schwerebeschleunigung wird ersetzt
durch den reduzierten Wert g* = ge, die Tiefe wird ersetzt
durch eine Aquivalenztiefe h, = h1h2/(h1+h2).

Eine andere, ndherungsweise Herleitung fiihrt Csanady
(1971) fir den Fall nicht-konstanten Bodens durch und diese
801l hier kritisch nachvollzogen werden. Durch Addition der
beiden Kontinuitdtsgleichungen in (I,13) ergibt sich fiir den
Gesamtvolumentransport

%(hu&hlu,) +,;% (h.v, +hlvl) = -:—2—% ] (1.22)
Vernachldssigt man die rechte Seite (Z} ist gréBenordnungs-
m&Big 1/1000 der Auslenkung der Grenzfliche ¥, ), denn lassen
sich Bewegungen mit divergenzfreiem Gesamttransport folgern.
Gleichung (I.22) ist aber keineswegs hinreichend fiir die
Existenz von Bewegungen mit h1u1+h2u2=o und h1v1+h2v2=o, wie
Csanady (1971) auf Seite 103 ansetzt, um anschlieBend Glei-
chungssystem (I.21) auch fiir variablen Boden abzuleiten. Dies
ist eine nicht zuléssige Verallgemeinerung,

Anders sieht es aus, wenn die Tiefe nur von einer un-
abhdngigen Variablen abhdngig ist, also

\r\,_xhl(\j) . %3—1 =o

oder

[
o

h,=h,(x) . %)-gbl

Dann kann man aus (1.22) folgern, das h1u1+h2u2ao oder aber
h1v1+h2v2=o. Siehe dazu auch Abschnitt v,1,2,
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II. DIE NUMERISCHE BEHANDLUNG DER GLEICHUNGEN

II.1 Die Diskretisierung der Gleichungen

Bei der Anordnung der Variablen U, V und § auf einem
numerischen Gitter l4ge es nahe, jede der Variablen an jedem
der Gitterpunkte zu bestimmen. Dieses Vorgehen fithrt jedoch
auf keine groBere Genauigkeit als dies bei einer Anordnung
der Variablen an unterschiedlichen Punkten der Fall ist (Platz-
man 1958), hat aber betrdchtlich grdfere Anforderungen bezig-
lich des Rechenaufwands zur Folge.

Unter den verschiedenen Mdglichkeiten versetzter Git-
ter scheint filir die Ldsung des Systems (I.13) die in Abb.II.1
angedeutete Anordnung angebracht zu sein, welche U am selben
Punkt wie V beschreibt und die §—Werte auf den dazwischen lie-
genden Punkten nimmt, Dieses Schema erlaubt eine HuBerst ein-
fache Behandlung der Randbedingungen (I.14) und vermeidet bei
der Berechnung des Coriolisterms in den Bewegungsgleichungen
die Notwendigkeit einer Interpolation. AuBerdem ist an allen
Punkten die Bildung der Gradienten in Horizontalrichtung ohne

vorhergehende Interpolation mdglich.

X @ X @

x-;"m
X
X X
® ® O « v=-rmxw

@ X ® X

Abb.II.1 Die Anordnung der Variablen in der Horizontalen.,

Die Ableitungen in x- bzw. y-Richtung im Sytem (I.13)

werden an inneren Punkten ersetzt durch zentrale Differenzen-

quotienten gemif

M - U(!M‘m)‘ U{t-1,m) , (II.1a)
0% fr(¢om) 1ax

v o V(Q.M“)‘V(‘:“‘") ,  (II.1bv)
Y [y (tm 14




- 18 -

P - Jlestm)-3(e4,m)

x wVem) 2 ax ' (II.1e)
_D_I t( (,mﬂ) - ?(e,m- l)
D‘j hv(l'.) 265 (II.14)

l | Abb.II.2 Das Gitter
beim U,V-Punkt (1,m).

l
— ® — X — @® — met

| | | Symbole wie in Abb.II.1.
— X — @® — X — m

I | |
— @ — X — @ — m

!

Die Diskretisierung der Bewegungsglelchungen aus (I.13)
an einem beliebigen inneren U-bzw. V-Punkt (1,m) ergibt mit
(II.1c) und (II.1d) nach Trennung von Real-
fir die Deckschicht

und Imaginidrteil

r . h.((,m . .
-\Duq (evm) - fvd (lam) - 8 2 ax )( ;‘ (“'4,"\)‘;‘ (I"" W‘I)) =0 y
, ] (Ow) (1I.2a)
-w%(l,m)*fv, ("h\) + -"—hi-;-x—(g (ld ) 3 (l.(‘y.‘)) =0 ,
-V ((w) > ; w z\r\.(?m)
W{tm)-1u, () “5 (K ] ? o ) ,(II.Zb)

fm {:U (f\u (?(MH ;?\m-l)) o ,
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und fir die Unterschicht

QU (L)~ £V, ((om) - ’x:‘("'")( ACTER A ()

&X%

%eh ?m)

Lax ({ le ?(2-4'-.))'0
P (e"')(g (2+tum) - 3. (e-4m)

L (R (T

19\ (Qh‘)

1oy (AE ST )
- R ) Sl -,

) (™ v
= Y, (Om)-FU (Om) + 35%;_) (§, (Lo -3, ((,m))

(11.3a)

-wl (l\m) fV (tw) +

-wvlr(“g){ ?m)

. %e\n‘ (I,\M)( ;:(l.“‘“) -?: (('MJ)) =0.

143

i i
Dabei ist U =UT+iU], V,=Vi+iV3, .., 3p=35+13; gesetzt wor-

den,
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l | |
Abb,1I.3 Das Gitter

— — — — 1
beim ¢-Punkt (1,m). X @ X ms
Symbole wie in Abb,II.1. ' | |

— ® — X — @& — m
! | |
- X — ® — X — m-

Die Diskretisierung der Kontinuitdtsgleichungen am
J-Punkt (1,m) ergibt mit (II.1a) und (II,1D)
fiir die Deckschicht

~0 3 (Cm) - 2 (U (et m)- u‘(u,n))-;‘;,(vjew fm-()

A

‘i;x(u,t(td‘m)-\l:(l 1”‘» i‘: V ((\MM V (lu\ tjj=0,

-t
o

)
Y, (hmet)- V(2 vm))

(11.4)
-w‘; (tom] (1 (1 m)- “r("‘«“‘))*&'s(
+ L (u (ldm) U, (Q 4,&))*‘1‘4‘3(\/ (W\H) V fm 4’)' 0,
und fiir die Unterschicht
-w§ Q, ) -U (eiw)) z";’(v (Cmﬂ) V‘(Qm-()) =0,
(1I1.5)

’Q? (w) lax( Y(t'\m) -u (1‘ )) ( (’\MH) V((uﬂ))‘O
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Die Diskretisierung der Differentialquotienten an Punk-
ten auf seitlichen Rindern ist anders vorzunehmen als an inne-
ren Punkten. Dabei lassen sich Eckpunkte und Randpunkte unter-

scheiden.

an denen keine zentralen

SN ’ /
D L Abb.II.4 Die vier Eckpunkte,
o Y

Differenzenquotienten ge-

y
l nommen werden. Symbole

X wie in Abb.II.1.

'ﬁ d) (a) g
X

TV AN\ SN

An Eckpunkten, die von‘K-Punkten eingenommen werden sol-
len und an denen deshalb die Kontinuitidtsgleichung gilt, wird
der im Inneren gebriuchliche zentrale Differenzenquotient er-
setzt durch einen Vorwdrts- bzw. einen Rilickwdrts-Differenzen-
quotienten. Dabei nimmt man die filir den Eckpunkt (1,m) giltigen
Randbedingungen U(l1,m) = o und V(1l,m) = o. So ergibt sich z.B.
fir den Eckpunkt (a) der Abb.II.A4

-. ":_ (e,m) - th (U:,((H,m» - fg (V,;(l,mﬂp- o )

=W ?:1 un"‘) * %‘ (u:; (l“‘,"')) - ;‘:3 (V; (f, mH)) =0 .

Bei seitlichen Randpunkten unterscheidet man Punkte, an
denen die Kontinuititsgleichung erfiillt sein soll (Y-Punkte),
von solchen, an denen die Bewegungsgleichungen giltig sind
(U-Punkte oder V-Punkte). An {-Randpunkten (siehe Abb.II.5)
geht man beziiglich der Normalenrichtung uber zu Vorwdrts- bzw.
Riuckwirts-Differenzenquotienten, lings des Randes besteht wei-
terhin die M8glichkeit des Gebrauchs zentraler Differenzen-
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quotienten. So ergibt sich z.B. fir den Z-Randpunkt (d) der
Abb.IIL.5

- w?l,:. - AJ; (- uc:l. (l"‘,\m)) - 2—.‘&5 (V": ((,W\M)" \/4.:(C,m-1)) =0 ,

-W ; + L(-U:,_(Q-1,m)) -4 (V‘;(Qmﬂ)*v‘;(e,mJ»: o .

@ AX ug
(c) Abb.II.5 T -Randpunkte.
QQS:;SEC; Symbole wie in Abb.II.1.
Yy R
@ J N
R
N
N X\ : :
(b)

An U- bzw. V-Randpunkten (siehe Abb.II.6) wird jeweils nur die
Komponente der Bewegungsgleichungen herangezogen, die aufgrund
der Glltigkeit von Vn=o noch zu beachten ist. So gilt bei den
V-Punkten (a) und (b): U(1l,m)=o. Bei den U-Punkten (c) und (4d)
gilt V(1,m)=o. Demnach nimmt man bei (a) und (b) die zweite
Komponente der Bewegungsgleichungen, wihrend bvei (e¢) und (d)
die erste Komponente der Bewegungsgleichungen genommen wird.

(d)
AN A\NN Abb.II.6 U- bzw. V-Rand-
punkte. Symbole wie

\‘)1( . , X\:
(b) in Abb.II.1.
\% ._J %(a)
X N\
REEXL
©)

Wird nun an jedem Punkt des Gitternetzes (simultan filr
die Deckschicht und fiir die Unterschicht) die dort gililtige
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Differenzengleichung genommen, so erkennt man, daf z.B. zwi-

i

schen den Zl 57 U1 5" und V1 5 i v

knipfung besteht Zu den benachbarten ; s - und V -
1,2 1,2 1,2

Werten bei (1+1)-4x% bzw. (1-1)-Ax, sondern lediglich eine Ver-

~-Werten be1 x=1-4x keine Ver-

knlipfung zu den §1f2—, Ulfz und V1 5 -Werten bei (1+1)-AXx

bzw. (1-1)-Ax vorhanden ist. Die unterstrichenen Variablen des
in Abb.II.7a skizzierten Gitters sind also v81llig entkoppelt
von den nicht unterstrichenen Variablen, so daR man sich das
Gitter der Abb.II.7a zusammengesetzt denken kann aus zwel ge-
geneinander versetzten Gittern des Typs der Abb.II.7b. Das
heift aber auch, daB es zwel voneinander v81llig unabhingige
Systeme von Gleichungen gibt, die - jedes fUr sich - die L&-

sung des Eigenwertproblems beinhalten.

[ F
o~

(=)
\[/

—O—O

/
=)
< /

fé\
=/
Y

Abb.II.7a,b Zwei Typen von Gittern. (Indizes zur Kennzeich-
nung des Real- bzw. Imagindrteils sind in den Abb.II.7-1I.9

unten angebracht). /l\
envigng O

Bei Nichtberiicksichtigung
der Corioliskraft hdngen nur noch

die in Abb.II.8 unterstrichenen
ie in ) . __{:?\ : /:Q\ J/i)
Verinderlichen des Gitters der P \&J U

Abb.II.7b voneinander ab. Die

gleiche Aussage gilt fir die nicht- L\ L\
unterstrichenen Variablen. Das v _/} _Gﬁg

Gitter der Abb.II.8 setzt sich in
diesem Fall (f=o0) zusammen aus
zwei versetzten Elementargittern,
die im folgenden A-Gitter bzw.

Abb.II.8 Das Gitter
der Abb.II.7b.
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B-Gitter genannt werden sollen. Die Losungen auf diesen Ele-
mentargittern sind im Fall verschwindender Erdrotation v&llig
voneinander entkoppelt. Es liegt also nahe, im Falle reiner
Schwerewellen (f=o) die Ldsung von ( I.13) auf einem dieser
Untergitter zu berechnen. Dabei ist aber zu beachten (siehe
dazu Abb.II.9a,b), da® die Rinder des Gebiets verschieden er-
fahkt werden und sich somit die Bodenkonfiguration bei den bei-
den Gittern verschieden darstellt. Man erkennt, daRl sich fir
das B-Gitter der Rand des Beckens lediglich iliber die Randbe-
dingungen V =0 oder U1’2=o vermittelt, daR also die Rand-~

1,2
tiefen nicht explizit in das zu l8sende Problem eingehen.,

® O e

Abb.II.9 a) Das A-Gitter b) Das B-Gitter

Die Reihenfolge der zu berechnenden Werte auf dem Git-
terpunktnetz wird so festgelegt, wie das in Abb.II.l0 ange-
deutet ist: beginnend mit dem ;¥Wert der "rechten, unteren"

Ecke wird in y-Richtung vo-

%2 -n ranschreitend innerhald der
?; -0 Deckschicht numeriert bis
W LLLVLLET das Ende der ersten "Spalte"
© s o0 s ;; -8 erreicht ist. Anschliefend
.o %Z;A;; -7 kommen die Werte der Unter-
“A i %% :: y.m schicht derselben Spalte.
TR Dann wird in x-Richtung wei~
o | ter gegangen und vom "unteren”
5 4 3 2 1 N . .
_ | Rand beginnend, in y-Richtung
x| vorangehend numeriert, u.s.w..
Abb.II.10 Die Anordnung der Das ergibt fiir das in Abb.II.1o

Variablen.
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skizzierte Gitter folgende Reihenfolge der zu berechnenden
Gitterpunktwerte:

ﬁmn)—vim,s) 35(1,9) };‘(1,7)—’«%(1,8) 72(1,9);
vh2,n 2,8 vh2,9 vi2,n) Y28 Ui(2,9);
Y5 vi3,6) G, U3(3,8) Vi(3,8) Yi(3,9) }3(3,5)
vi(3,6) £2(3,7) U3(3,8) v3(3,8) 35(3,9);

U3(4,5) ..o..

Man erkennt die Mdglichkeit der "blockweisen" Anordnung der
Variablen, Da Variable der "Spalte" 1l.ax vermittels der ent-
sprechenden Differenzengleichung immer nur mit Variablen von
(1-1)-Ax und (1+1)-Ax verkniipft sind, zeichnet sich eine
Dreier-Struktur des Systems der Differenzengleichungen ab.

I1.2 Der LOsungsalgorithmus

Beim L&sen des Systems partieller Differentialgleichun-
gen (I.13) mit Hilfe des in Abschnitt II.1 beschriebenen Dif-
ferenzen-Schemas reduziert sich das Eigenwertproblem auf die

L&sung des Systems linearer Gleichungen

Qw = ww . (II.6)

Der Ldsungsvektor w setzt sich zusammen aus den an jedem der
Gitterpunkte zu berechnenden Werten. Die hierbei auftretende
Matrix besteht hauptsichlich aus Nullen und hat die spezielle

Form einer quasi-tridiagonalen Matrix:

2 [
QsQ’lﬂI' H1-°I1 E1 0 o & o o o o 0
D2 Hz- \012 E2 0 e o O
O« ¢ o o 0 D\_.,. &'1. QIL" E‘_.’
O 6 o« 6 06 06 o & 0 DII HL—\QIL

\L(Ph,nn-uﬂn,Enjl

L
1

’
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und En Matrizen der gleichen Zeilenzahl,

wobei die Dn’ M
Matrizen der gleichen Spaltenzahl und die

En’ Mn+1 und Dn+2 .
Mn quadratisch sind. Irl ist eine Einheitsmatrix derselben
Ordnung wie Mn‘ Die Blockmatrizen der Zeile n ergeben sich

n

aus den Differenzengleichungen bei 1 = n.

Sei zun#chst W verschieden von einem der Eigenwerte \;
des Eigenwertproblems. Dann besteht die Mdglichkeit der Re-
duktion von 5 auf die Form

q=1LuU , (II.7)

wobei L und U quadratische Matrizen sind, die auf dieselbe
Welse in Bldcke zerlegt sind wie 6 und die folgende Form

haben
L
L = [cm,ln,o]1 ,
L
U= [O,An,En]1 .

- - 3 3 - - A
In ist wiederum die Elnheitsmatrix derselben Ordnung wie Mn‘

Vergleicht man die linke und die rechte Seite von (II.7) und
setzt man fir lkn<L

1 1° Dn y CnAn—l > Mn = CnEn—l + An—l s

so kann man, wenn die An nicht-singulidr sind, die An und Cn
rekursiv erhalten gemif

M- (a - M
n n n\"n-1/ Ep-q > Ay =M (I1.8)

T
it

- Dn(An_l)-l , 1¢ngL : (I1.9)

2
)

Wie Schechter (1960) zeigt, ist eine hinreichende Bedingung
fir die M8glichkeit der Faktorenzerlegung gemif (II.8)-(II.9)
die Nicht-Singularitit der Ql’ Q2, ey QL’ wobei

A
A M, Eq A n A
Qi - Ml, Qz = D ﬁ L] ev ey Qn = [Dn’Mn’En]1, sy QL:Q’

2 2
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und die Aufspaltung ist dann eindeutig gegeben durch die Re-
kursion (II.8)~(1I.9). In diesem Fall ist

L
det(Q-wl) = det § = T(,_, det A (II.10)

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die
Wurzeln der Gleichung det(Q-wI) = o , sind die Eigenwerte der
Matrix Q. Im vorliegenden Fall werden sie ermittelt, indem,
ausgehend von irgendeiner Anfangsndherung ur,fﬂr eine Null-

stelle, zundchst

P(0?) = det (Q-uw® I)

und dann

\.F(wu)) - f( w")+ (M)(')) - d d ( Q- ( w(')+ ( Aw)“)) I)

berechnet wird. Dieses Vorgehen wird mit verfeinertem (Aw)
(i=0,1,2,...) iterativ so lange fortgefihrt bis die Nullstelle
von‘fﬂ») = det(Q-wL) beliebig genau bestimmt ist.

Die Bestimmung der_Komponenten des zu dem Eigenwert W,

()

gehdrenden Eigenvektors wt verlangt die L&sung des homogenen

Systems linearer Gleichungen

(Q-o)w* = o (II.11)
Auf dieselbe Weise wie die Blockmatrizen Mn’ Dn’ E, ist auch
der Eigenvektor wl zerlegt )
i
w1
wl = *
wi
L
Damit erhdlt man die Ldsung wl des Systems (II.11) rekursiv
gemdB
i -1y
- - <
“n T (An) En¥ner o 1€0<E (II.12)

wi (bzw. einen Teil davon, siehe ndchste Seite) kann man vor-
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geben, so daR man ausgehend von einem Randpunkt den gesamten

L8sungsvektor konstruieren kann.
N
Wenn in der Koeffizientenmatrix Q der Rang der letzten
Blockmatrix > 2 ist, muB ein besonderes Verfahren angewandt

werden.

|
D,., Mo | ) Eor
i

Die letzten der Gleichungen aus (II.11) kdnnen auch folgender-
maBen geschrieben werden (die Bezeichnungen sind der oben ste-
henden Skizze zu entnehmen)

A » »
DL-'WL"& + "L-iwr! + El-cwu. + EL

Dlw. + MW Mow "
M

“I 0

+ l_w - 0
(1] — g a
Dowie v Mow + L 0
Aus der letzten Gleichung folgt

il on\~t o an se)-1 —an o
WL.-(HL) D\.wl°4 = (H‘- ) ng;, .

Damit wird in die drittletzte der Gleichungen eingegangen.
Das ergibt

Dieaon + (A= B (W) 00" e (2B (T -0

L

]

w,_ kann vorgegeben werden und man folgert
*

w\.-{ * CL“‘\ ]

wobei
-4 * s " ~4 . 3

CL’ ‘RH (EL’*' B4 (H M. ) .

Dabei ist
A
[ ] an\-4
Rt-q 2 D;—Q CL-:c + ( H\.« = Eua ("L ) D:‘)

mit (ganz normalem)

S1,E,
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111, TESTRECHNUNGEN

111.1 Rechteckige Becken bei ebenem Boden

Als Testbecken fiir den barotropen Fall wird ein recht-
eckiges (2x1) - Becken der Linge L = 40 km und der Breite
B = 20 km gewdhlt., Bei konstanter Wassertiefe sind im rota-
tionsfreien Fall alle Lisungen analytisch berechenbar, bei
Beriicksichtigung der Erdrotation sind die L&sungen von Rao
(1966) die ausfiihrlichsten,

Als Testbecken fiir den zweigeschichteten Fall wird ein
rechteckiges (5x1) - Becken der lidnge L = 60 km und der Breite
B = 12 km gewdhlt., Die Losungen werden verglichen mit denen,
die Rao (1977) angibt.

Mit den in Abschnitt II.,1 beschriebenen Differenzen-
gleichungen und dem im Abschnitt I1II.2 hergeleiteten Losungs-
verfahren werden einige dieser bekannten Losungen nachvoll-
zogen, Dabei wird ein besonderes Augenmerk auf die Unter-
schiedlichkeit der beiden Gitter und auf Fragen der Aufldsung

gelegt.

I1I7.1.1 Rotationsfreier, barotroper Fall

Die Eigenfrequenzen bzw. Eigenperioden eines 4o km
langen und 20 km breiten Beckens mit der konstenten Tiefe
von 100 m ergeben sich aus (siehe z.B. Krauss (1973))

w,,..’-gf\ﬂa*'(“('ik)‘) i Tem™ %:?4,(%)‘) . @)

Die Indizierung (1,m) gibt fiir den Fall f = o eine Schwin-
gung mit 1 Knotenlinien der Oberfldchenauslenkung in Léngs-
richtung und m Knotenlinien in Querrichtung des Beckens an.
Da ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den Eigenschwingun-
gen im rotafionsbehéfteten Fall mit denen des rotationsfreien
Falls besteht, wird diese Indizierung in beiden Féllen als
Kennzeichnung der einzelnen Schwingungsordnungen verwandt.
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Wenn f = o ist, sind - wie in Abschnitt II.1 dargelegt - die
Losungen auf den beiden Gittern voneinander unabhdngig., In
Abb.III.1 ist angedeutet, wie die Variablen des A-Gitters
bzw. des B-Gitters iiber das Rechteck verteilt sind,

(A (8)

W e e W e e N el emmee W = @——)(

o 0 o +

x x
Xx ® X ® X ® x ®& X o] (o] (o] (o]
X x

o) o o #

Kl X K X e X

Abb.III.1 Verteilung der Variablen., (A) Auf dem A-Gitter;
(B) auf dem B-Gitter. Kreuze bedeuten {-Punkte, offene
Kreise stehen an V-Punkten, schwarze Kreise stehen an
U-Punkten,

Hat das rechteckige Becken zudem noch ebenen Boden,
dann sind die Losungen auf den beiden Gittern identisch. Das
hat u.a., zur Folge, da8 das Determinantenpolynom‘f(u» = det Q

fir den Fall, daB man das
*@q vollstédndige Gleichungs-
system (II.22-I1.5Db)
heranzieht, keine Null-
durchgénge mehr hat, son-
7 7 . dern nur noch positive
Q9 9 9 W VWerte anmnimmt (P(w) hat
nur noch Potenzen in W
von gerader Ordnung). Bei den Eigenfrequenzen kommt\foD be-
liebig nahe an Null heran, wie das in der nebenstehenden Skizze
angedeutet ist,

Nach Gleichung (III.1) ergibt sich fiir die Grundschwin-
gung in Lingsrichtung (1=1,m=0), wenn man eine linge von
L = 40 km und eine Tiefe des Beckens von H = 100 m ansetzt,
die Merianfrequenz

Wy =Wy o = 2.46,-3 sec™!, (111.2)

Abb,II1.2 zeigt das Ergebnis der numerischen Berechnung fiir
verschiedene Gitterabstidnde. Man erkennt die schnelle An-
néherung an den analytischen Wert.,



- 31 -

Abdb,II1,2 Berechnetes(n1,o im
" rotationsfreien Fall als
e o Funktion der Gitterpunkt-
// =0 anzahl LL in Ldngsrichtung.
) Die Anndherung erfolgt an
/ die in (III.2) angegebene

245,:3-)

Frequenz,

T v v
0 S0 Ly %o

III.1.2 Barotropes (2x1) - Rechteck bei Erdrotation (f/u%az)

Der in Abschnitt III.1.1 behandelte Fall des rechtecki-
gen (2x1) - Beckens wird nun unter Beriicksichtigung der Erd-
rotation berechnet. Das Ergebnis 148t sich mit den Raoschen
Rechnungen (Rao 1966) vergleichen, Es wird ein Verhdltnis der
Trigheitsfrequenz f zur Eigenfrequenz der rotationsfreien
Lingsschwingung 1.0rdnung(§b von 2:1 angenommen, Daraus ergibt
sich ein Coriolisparameter von f = 4.92,-3 sec'1. Abb.III.3
zeigt die Ergebnisse der beiden Gitter, die sich - im Gegen-
satz zum rotationsfreien Fall - voneinander unterscheiden.

Wie in Abb,III.3 aber auch zu entnehmen ist, konvergieren die
Losungen der beiden Gitter bei Verfeinerung des Gitters gegen
einen gemeinsamen Grenzwert. Der Wert, dem sich die beiden
Losungen asymptotisch n#hern, liegt geringfiigig oberhalb der

Raoschen Lésung.

20,2 AbDL,III.3 Berechnete5(01 des
Wygg —} /.e""". 4 o
¥ (2x1) - Beckens bei
Wi /4( f/h%=2 in Abh¥ngigkeit von
f/' 2;2 der Gitterpunktanzahl LL
e o in Langsrichtung.
5 e steht an den Ergebnissen

des A-Gitters, 0 an solchen
des B-Gitters,

2.09,,-3-
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I1I1.1.3 Zweigeschichtetes (5x1) - Rechteck

Die ersten Testrechnungen mit einem zweigeschichteten
Wasserbecken befassen sich mit den Losungen, die Rao (1977)
fir ein (5x1) - Rechteck angibt., Zunichst werden einige die~-
ser Lssungen nachvollzogen, die allerdings mit einem wie in
Abschnitt I.3 beschriebenen, entkoppelten Modell gewonnen
sind und somit eigentlich keine prinzipielle Erweiterung des
barotropen Falles sind., Dann werden diese Fdlle aber auch
unter Beriicksichtigung der Kopplung zwischen barotroper und
barokliner Bewegung berechnet und damit ein erster Vergleich
zwischen den Losungen der beiden Modelle erméglicht,

Die Frequenz der internen Lidngsschwingung niederster
Ordnung im Falle f = o ist gegeben durch

W, = geheﬂ7L . (I11.3)

Mit dieser Frequenz wird der Coriolisparameter f und die
Eigenfrequenz W der zu berechnenden Schwingung dimensions-
frei gemacht, indem man setzt

F = f/ub 3 §2 = GVL% .

Fiir Bodensee-~Verhdltnisse scheinen eine Linge von 60 km und
- im Falle eines (5x1) - Rechtecks daraus resultierend - eine
Breite von 12 km angemessene Ausdehnungen zu sein, Damit er-
gibt sich bei g = 981 cm sec™2, € = 5,3,-4 und hy = 21 m fir
die Grundfrequenz w, der Wert von W, = 17,30,-6 sec™!. Von den
Raoschen Ergebnissen sollen diejenigen nachvollzogen werden,
die in Fig.1 bei Rao (1977) mit D,E,P markiert sind und die der
(0,1)-Schwingung bei den dimensionsfreien Rotationsraten F=1,
F=4 und F=5 zuzuordnen sind. Die Eigenfrequenzen, die sich
aus Fig.2 bei Rao (1977) hierfiir ablesen lassen, sind

Wy = 5.13x0, = 88.749,-6 sec™! bei £ = 0.173,-4 sec™!
1

’
Wg = 6,18xW0, =106.914,-6 sec” ' Dei fp = 0.692,-4 sec™! ,

-1
Wp = 6.27x @, =108,471,-6 sec bei fp = 0.865,-4 sec™ ] ]

I1I1.1.3.1 Entkoppeltes Modell

In Abschnitt I.3 wurde gezeigt, da8 bei konstanter
Wassertiefe die Zerlegung der Bewegung in die barotrope bzw
barokline vertikale Elgenfunktion exakt mbglich ist, und
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vermittels der Beziehungen (I1.18)-(I.20) gibt es eine Appro-
ximation fUr diese beiden vertikalen Eigenfunktionen.

Die Diskretisierung der Gleichungen eines entkoppelten
Zweischichten-Modells (I.21) geschieht v8llig identisch zum
Einschichten-Modell, filhrt somit auf ein dquivalentes System
von Differenzengleichungen. Man hat lediglich g durch g*=ge
und H durch he zu ersetzen, Damit erhdlt man flr die eben an-
gesprochenen Fidlle aus Rao (1977) die in Tabelle III.1 auf-
gefihrten Ergebnisse (in Klammer stehen die Ergebnisse, die

dem B-Gitter zuzuordnen sind).

Tabelle III.1 Vergleich einiger Ergebnisse aus Rao (1977)
mit Ergebnissen des entkoppelten Modells (LL=101)

Coriolispar. Eigenfrequenzen (sec™ 1y

(sec™ 1) Rao(1977) A-Gitter B-Gitter
fD=O.173“—4 8.8749,,~-5 8.9397,4,-5 ( 8.9398,-5)
fE=O.692“-u 10.6914,,~5 10.65“8“-5 (10.6567“r5)
fF=0.865“-M 10.8U471,4-5 10.7881“-5 (10'7911W-5)

Man sieht, daB die Werte fir die Eigenfrequenzen sich etwas
von den Raoschen Werten unterscheiden. Dies k&nnte in der
Begrenzung der Anzahl der ‘basis functions®liegen, die Rao
bei seinem L®sungsverfahren vornimmt (siehe dazu Rao (1977)).
InAbb.III.4 ist das Konvergenzverhalten des vorliegenden
Lésungsverfahrens am Beispiel der (1,0)-Schwingung bei
£=1.07,4-4 sec"1 aufgezeigt. (Flr diesen Fall hat f/w, einen

Wert von 6.18).

Abb.III.4 Konvergenzverhalten

\\\ beim zweigeschichteten
. PPN (5x1) - Rechteck.
.t £=1.07,,~4 sec”} entspricht

i dem fiir den Bodensee giil-
; f2107,-4 sec”’ tigen Coriolisparameter,
P e steht fiir Ergebnisse des
A-Gitters,o fir solche des
B-Gitters. (A und A sind

mit dem gekoppelten Modell

gewonnen).
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I11.1.3.2 Gekoppeltes Modell

Mit dem vollstidndigen (gekoppelten) Modell, das die
Kopplung zwischen barotroper und barokliner Bewegung beriick-
sichtigt, wird der soeben behandelte Fall der (1,0)-Schwin-
gung bei f=1,07,-4 sec™ ! berechnet., Wie in Abschnitt II.1 be-
schrieben wurde, erfordert dies die Verdopplung der Gitter-
punktanzahl und fiihrt damit auf eine Verdopplung sowohl der
Zeilen- als auch der Spaltenzahl in der Koeffizientenmatrix
des Eigenwertproblems. Tabelle III.2 ermdglicht einen Ver-
gleich der Ergebnisgse der beiden Modelle und ihr ist zu ent-
nehmen, daB8 - im Fall ebenen Bodens - die Unterschiede zwi-
schen dem entkoppelten und dem vollstdndigen Modell nur un-

wesentlich sind,

Tabelle III,2 Vergleich der Ergebnisse der beiden Modelle

fiir die (1,0)-Schwingung bei f=1,07,-4 sec-1.

Gitterpunkt- Eigenfrequenzen (sec-1)

anzahl in Entkoppeltes Modell Gekoppeltes Modell

Lingsrichtung A-Gitter B-Gitter A-Gitter B-Gitter
31 1.5871,~51.6048,-5 1.5867,-5[1.6045,-5
51 1.5964,-511.6003,-5 1.59624~511.5999,,-5
81 1.5992,,-5|1.5999,-5 1.5989,,~5|1.5996,-5

In Abb,III.5 sind fiir das "rechte Viertel" des (5x1)-Recht-
ecks die Stromellipsen der (1,0)-Schwingung bei f=1.07,-4 sec™ !
gezeichnet, Man erkennt den dominierenden EinfluB der ablen-
kenden Kraft der Erdrotation auf die internen Schwingungen

des Beckens. Da die gewdhlien Parameter annihernd fiir Boden-
gsee-Verhdltnisse stehen, ist ein &hnlich starker EinfluB8 der
Erdrotation auf die realen intermen Schwingungen des Boden-
sees zu erwarten,

Abb.I11.5 Ausschnitt der T e e — — — — N
Stromellipsen der (1,0)- = — — — — . . \fi\\\\\
Schwingung des zweige- .—_‘"_*_*_“\\\\\\ \\ \
schichteten (5x1)-Recht- I T

- LT N,

ecks mit "Bodensee-Para- T T l‘]
metern®, (e=5.3,,-4, h1=30m, - - - - - . '. ', ! / ' ‘

- - - - - - - ./
hy=Tom, I=6okm, Be12km).  — — T 7_ Ry

_____ _7

T

T — ——— e e -
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III.2 Eigenfunktionen eines zweigeschichteten (5x1)-Rechtecks
mit parabolischem Boden

Umn den EinfluBl eines variablen Bodenprofils auf die
Eigenschwingungen eines zweigeschichteten Beckens untersuchen
zu kOnnen, bedarf es der Losung der (gekoppelten) Gleichun- -
gen (I.13)., Mit dem vorliegenden Modell wird zum ersten Mal
dieses vollstdndige System der beschreibenden Gleichungen ge-
16st. Anhand der hiermit ermittelten Ergebnisse ergibt sich
die Moglichkeit, die Losungen, die das Problem durch Ein-
filhrung der konstanten Aquivalenztiefe zu umgehen versuchen,
auf ihre Brauchbarkeit zu iiberpriifen,

Die meisten der in der Einleitung angesprochenen Ver-
fahren zur Ermittlung der Eigenschwingungen eines barotropen
natiirlichen Wasserbeckens beriicksichtigen variable Bodento-
pographie und sind damit in der Lage, das System (I.21) - zu-
mindest formal - bei variabler Aquivalenztiefe (hezhe(x,y))
zu losen, Sieht man einmal ab von der prinzipiellen Unmidg-
lichkeit der exakten Entkopplung von barotroper und barokli-
ner vertikaler Eigenfunktion im Fall unebenen Bodens, so ist
noch nichts ausgesagt liber die GroBe des Fehlers, der began-~
gen wird, wenn man - auch im Fall unebenen Bodens - die Glei-
chungen (I.21) als giiltig fiir die barokline Bewegung eines
Aquivalenztiefen-Modells ansieht., Durch den Vergleich der so
erhaltenen Ergebnisse mit denen des vollstdndigen (gekoppel-
ten) Modells konnen die Grenzen aufgezeigt werden, die der
Behandlung des vorliegenden Problems mit einem Aquivalenz-
tiefen~Modell mit he=he(x,y) gesetzt sind,

Die horizontalen Dimensionen des (5x1) -~ Rechtecks
sind die gleichen wie die im Abschnitt III.1.3, AuBer den in
Abb,III.4 und Tabelle III.2 dargelegten Ergebnissen fiir die
(1,0)=Schwingung bei f=1.07,-4 sec” ! werden weitere 5 Ord-
nungen fiir den Fall ebenen Bodens bei diesem Coriolispara-
meter (f=1.07,,~4 sec'1) berechnet, Die Eigenfrequenzen der
ersten 6 Ordnungen sind in Tabelle III.3 in der Spalte mit

AH aufgefiihrt.
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Abb,I11.6 Die Tiefen-
verteilung des (5x1)-
Rechtecks in Querrich-
tung an der Stelle
x=LL/2-AX.

Die Tiefenverteilung des (5x1)-Beckens wird verdndert, indem
nun ein in x- und y-Richtung parabolisches Bodenprofil gem&s

Byt by Wy
H(x,\j)=Ho+AH(t-~L§)(—g- ——%) (I11.4)
vorgegeben wird, Abb.III.6 zeigt ein Querprofil der Tiefen-

verteilung (AH=45m), Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in

Tabelle I1I.3 festgehalten.

Tabelle III.3 Die Eigenfrequenzen (1o'ssec'1) der ersten
sechs Ordnungen eines (5x1)-Rechtecks bei
f=1,07,-4 sec™! bei verschiedenen (parabolischen)
Bodenprofilen, Die Bedeutung von AH ist Abb.III.6
zu entnehmen,

Ordnung 1 2 3 A 5 6
AH

0 1.5989 3.19%0 4.7691 6.3245 7.8453 9.3203
3 1.5944 3.1812 4.7548 6.3052 7.8213 9,2918
9 1.5853 3.1619 4.7248 6.2649 7.7709 9.2319
24 1.5608 3.1081 4.6412 6.1514 7.6285 9,0618
45 1.5225 3.0172 4.4964 5.9525 7.3758 8.7569

In Abb,III.7 sind die relativen Abweichungen der Lisungen

des Modells mit konstanter Aquivalenztiefe, h =h =const, bzw.
des Modells mit variabler Aquivalenztiefe, h :h ?x,y) ;on
den "exakten" ILdsungen des Modells, das die §0p;1ung ;wischen
Horizontal- und Vertikalbewegung beriicksichtigt, dargestellt.
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Bezugspunkte sind jeweils die Eigenfrequenzentog, die sich

bei den verschiedenen Tiefenverteilungen mit dem gekoppelten
Modell ergeben., Diese wiederum sind der Tabelle III.3 zu ent-
nehmen, Man erkennt, daB die Ergebnisse des Modells mit vari-
abler Aqui#élenztiefe durchweg ndher an den Losungen des ge-
koppelten Modells liegen als sie dies bei konstanter Aqui-
valenztiefe tun, Diese Aussage trifft bei den hdheren Ord-
nungen der Eigenschwingungen verstdrkt zu. Zu erkldren ist
diese Tendenz damit, daB die immer kleinskaligeren Strukturen
der Eigenvektoren immer mehr die lokalen Tiefenverhdltnisse
innerhalb des Beckens "fiihlen", Diese lokalen Tiefenverhdlt-
nisse werden durch die variable Aquivalenztiefe zweifellos
besser erfaBt als durch die mittlere, konstante Aquivalenz-
tiefe. Der Fehler, den man begeht, wenn man trotz variablen
Bodens die Separation zwischen barotroper und barokliner Be-
wegung durchfiihrt, kommt erst bei groBeren Bodenunebenheiten
zur Geltung, verliert aber bei den hdheren Ordnungen zuneh-
mend an Bedeutung,

.6.0rdnung
1.03 ~

'
102 ha:gonst,f——l-OTdnung

1.01 =
A
1.00 : - ETEE==3— 6.0rdnung
L T Themngtny) Y
099 E ; i :"1.0rdnung
:'; 6 2'4 4:5 aH (m)

Abb,III.7 Die relativen Abweichungen A von den Ldsungen des
vollsténdigen Modells,——bei h =h_=const,---bei h_=h (x,¥);
Bezugspunkte sind die "exakten" Ldsungen des vollstandi-
gen Modells (weitere Erklirungen siehe Text).
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111.3 Becken mit unregelmiBiger Berandung (Bodensee mit
Rao-Gitter)

Es lag nahe, als ersten Test fiir ein Becken mit un-
regelmédBiger Berandung die Rechnungen von Rao (in Hollan et
al (1980)) nachzuvollziehen, da mir erfreulicherweise die
Tiefenverteilung, die den Raoschen Rechnungen zugrunde liegt,
zur Verfiigung stand. Rao wendet fiir die Berechnung der baro-
tropen Eigenschwingungen des Bodensees eine vereinfachte Ver-
sion des in Rao and Schwab (1976) beschriebenen Verfahrens
an, die sich bei Nichtberilicksichtigung des Coriolisparameters
ergibt. Diese Vereinfachung 148t sich rechtfertigen durch
einen Vergleich der Deformationsdistanz c¢/f, die sich bei einer
mittleren Wassertiefe von 100 m zu ungefdhr 290 km ergibt,
mit der groBten Horizontalausdehnung des Bodensees von 62 km
Lange. (Abschnitt III.3.2 wird die Unterschiede von Ergeb-
nissen mit f=o bzw. mit f#o auch quantitativ fassen).
Abb.II1I.8 zeigt das numerische Gitter, das ich im folgenden
als Rao-Gitter ansprechen werde. Im allgemeinen Fall liegen
auf den Ecken und in der Mitte der Quadrate Punkte, an denen
die Auslenkungen berechnet werden, auf den Mitten der Quadrat-
seiten werden die Komponenten der Horizontalstrsmung berech-
net.

T I T = =
Ll B

Abb.I1I1.8 Das numerische Gitter des Bodensees (Rao-Gitter).
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III.3.1 Vernachlissigung des Einflusses der Erdrotation (f=o)

Bei Nichtberilcksichtigung der Erdrotation liegt wieder
der in Abschnitt II.1 beschriebene Fall zweier vdllig entkop-
pelter Gitter mit ihren voneinander unabhingigen L&sungen vor.
In Abb,.III.9 sind die Ausschnitte der Gitter liber dem Uber-
linger See gezeichnet. Man erkennt, daf das B-Gitter (wie in
Abschnitt II.1 ausflhrlich beschrieben) keine Randpunkte ex-
plizit mit bericksichtigt (implizit gehen die verschwindenden

Normal-Transporte ein).

X-9-X=-9-X . .
T e e e 6 0 0 0 0 6 0 0 ) (A) Abb.III.9 Die bei f=o0
i..;.x-x-Xox-x.x.x.x.x.x-x-.-).t X
: --:—--)o( 0-:-'-—:-0-:-o-)o(---:-c-:-o-g .; .3 . g---x---x- o=X= entkoppelten Gltter
[+ o O o o o . . .
Xooa e X4 X0 XX (ausschnittsweise Uber
9 L]
X-o-X ¢ Xo X oX i 3 -
« % -Punkte XK dem Uberlinger See ge
o U-Punkte o ¢.0.° zeichnet); (A) das A-
x --P k ? L o '?’ - L] . .
Vi-Punkte AR AT AT Gitter, (B) das B-Git-

ter.

« {:-Punkte
o U-Punkte
X V,-Punkte

X0 X0 XO0XO0 X
L]
X0 X0 X0 X0 Xx

Tabelle II1.U4 zeigt Ergebnisse der beiden Gitter im
Vergleich mit Ldsungen von Rao (in Hollan et al (1980)), von
Hamblin (in Hamblin and Hollan (1978)) und von Wilbber (pers.
Mitt.) sowie mit Beobachtungen (aus Hollan et al (1980)). Es
ist augenf#llig, daB die Ergebnisse des B-Gitters identisch
mit denen Raos sind. Die Eigenperioden des A-Gitters liegen
durchweg h8her als die des B-Gitters. Das 148t sich leicht
erkliren, wenn man die mittleren Tiefen betrachtet: Filr das
A-Gitter berechnet sich die mittlere Tiefe zu Hg = 102.78 m.
Fir das B-Gitter ergibt sich ein gréferer Wert fir die mitt-
lere Tiefe, da hier die Randtiefen nicht berlicksichtigt wer-

den.
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Tabelle III.4 Perioden der ersten vier Eigenschwingungs-
ordnungen der beiden Gitter als auch der Be-
rechnungen von Rao, Hamblin und Wiibber sowie
von Beobachtungswerten. (Perioden in Minuten).

Ordnung - 1 2 3 3a 4
A-Gitter 58,15 40.98 31,01 25.90 21.72
B-Gitter 53.83 35,95 27.01 - 19,83
Rao (1980) 53.87 35.96 27.03 - 19.84
Hamblin (1978) 53.4 35.7 27.2 - 19. 4
wiibber (p.M.) 55.8 39.0 28,2 - 19.8
Beobachtungen 55.64 37.72 28.28 - 19.13

In Abb,II1I,10 sind die Oberfldchenauslenkungen der in Ta-
belle 111.4 aufgefilhrten Eigenschwingungen aufgezeichnet.
Wieder ist festzustellen, daB die mit dem B-Gitter bderech-
neten Ldsungen (B1, B2, B3) identisch sind mit den Eigen-
vektoren der Raoschen Rechnungen in Hollan et al (1980).
Wihrend sich fiir die 1.0rdnung die Struktur der Oberflid-
chenauslenkungen gzwischen den beiden Gittern nicht wesent-
lich unterscheidet, ist schon bei der 2.0rdnung (im &st-
lichen Teil des Sees) eine Abweichung zwischen den beiden
Lésungen zu erkennen. Die groSen Amplituden der 3.0Ordnung

in der Konstangzer Bucht werdenvon Hollan et al (1980) als
unrealistisch angesehen, da beim B-Gitter in der Konstanzer
Bucht lediglich zwei Punkte mit Tiefenangaben vorliegen
(siehe Abb,III.9b) und somit eine zu grobe Approximation

der Bucht vorzuliegen scheint., Ein Blick auf die Amplituden-
verteilung der 3.0rdnung beim A-Gitter (A3) zeigt aber, daB
die relative Bedeutung der Auslenkungen der Xonstanzer Bucht
eher noch griSer ist als beim B-Gitter - und dies bei einer
wesentlich besseren Erfassung der Tiefenverteilung in der
Bucht (siehe Abb,III.9a). Die mit 3a indizierte Eigenschwin-
gung ergibt sich nur als Losung auf dem A-Gitter., Die in
Abb,1I11.11 dargestellte Amplitudenverteilung der Oberfli-
chenauslenkung weist sie als Schwingung aus, die ihre maxi-
malen Auslenkungen in der Fussacher Bucht und in der Kon-
stanzer Bucht hat. Dabeil ist es von groSer Bedeutung, wie
die Tiefenverteilung dieser beiden Buchten erfaSt wird: eine
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Abb.JII.10 Die Oberfldchenauslenkungen der ersten drei
Ordnungen berechnet mit dem A-Gitter (A1, A2 und

A3) und mit dem B-Gitter (B1, B2 und B3). Perioden
in Minuten,
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Vertiefung der flachen Stellen des Gitters, denen ein Tiefen-
wert von weniger als 5 m zugewiesen ist, auf 5 m Tiefe be-
wirkt ndmlich ein Verschwinden dieser Eigenschwingungsord-
nung.

T=25.90

A3a

Abb.III.11 Die Ordnung 3a des A-Gitters. Periode in Minuten.

Eine abschlieBende Interpretation der Wasserstands-
spekiren der MeSstationen am Bodensee, die auf dem Beobach-
tungsmaterial von Miihleisen und Kurth (1978) beruhen und
bei Hollan et al (1980) dargestellt sind, scheint erst mit
Berechnungen moglich zu sein, die mit einem feineren Gitter
als dem vorliegenden durchgefiihrt werden.

Weiterhin ist 2zu bemerken, daB es nicht angebracht
ist, Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtung allein
auf nichtlineare bzw. Reibungs-Effekte zuriickfiihren zu wol-
len, Angesichts der aufgezeigten Unterschiede, die die un-
terschiedliche Tiefenaufldsung mit derart groben Gittern
beinhaltet, ist dies ein verfriihter Schluf, Tabelle III.4
ist zu entnehmen, daB die Wiibberschen Berechnungen - allein
aufgrund der Benutzung eines feineren Gitters (Ax=A4y=250 m)
- erheblich bessere Ubereinstimmung mit den beobachteten
Werten ergeben.,

I11I.3.2 Der EinfluB der Erdrotation (f#o)

Die Rechnungen unter Beriicksichtigung der Erdrotation
werden einerseits durchgefiihrt, um die Vermutung zu verifi-
zieren, daB der Bodensee mit einer maximalen Ausdehnung von
62 km zu klein ist als daB ein signifikanter Einflu8 der ab-
lenkenden Kraft der Erdrotation auf die Oberflichen-Schwin-
gungen bemerkt werden ktnnte. (Ein Vergleich der Ergebnisse
zweier grundlegend verschiedener numerischer Verfahren wie
das Raosche (ohne f) bzw. das Hamblinsche (mit f) liefert
keine schliissigen Aussagen).
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Tabelle 111.5 Die Eigenfrequenzen (sec°1) der ersten beiden
Ordnungen des A-Gitters mit und ohne Beriicksichti-

gung der Erdrotation,

A-Gitter f=o0 ' £ = 1.07,-4
1.0rdnung 1.798057,6-3 1,798052,,-3
2,0rdnung 2.542549, -3 2.542538 -3

Tabelle III.5 ist zu entnehmen, da8 im Falle der Oberflichen-
Seiches, mit der Schwerkraft als riicktreibender Kraft, der
Einflufl der Erdrotation verschwindend klein ist.

Andererseits werden fiir den barotropen Fall Rechnungen
unter Beriicksichtigung von f durchgefilhrt, um erste Einblicke
in das Phdnomen der Schwingungen 2.Art des Bodensees zu be-
kommen. Es soll nicht Thema dieser Untersuchungen sein, zu
kldren, ob diese Schwingungsart fiir den Bodensee von prakti-
schem Interesse ist, ob und wie sie angeregt werden kann. Es
sei also dahingestellt, ob sie, wie es in Rao and Schwadb (1976)
filr die GroB8en Seen Nordamerikas vermutet wird, fiir den hohen
Energieanteil des niederfrequenten Teils der Spektren verant-
wortlich ist. Allerdings ist es unumgidnglich, ihnen bei den
Berechnungen der Eigenfrequenzen des zweigeschichteten Sees
groBe Beachtung zu schenken, iiberlappen sich doch die Frequenz-
bereiche der internen Seiches mit dem Frequenzbereich der
Schwingungen 2.Art, so daB ein Uberblick dariiber, welche Eigen-
frequenzen den Schwingungen 2,Art zuzuordnen sind, &duBerst
niitzlich ist. Aus Tabelle III.6

erkennt man, daB die Schwingun- Tabelle 11I1.6 Die zehn

gen 2.Art nur im Bereich ober- kiirzesten Perioden

halb der Trdgheitsperiode (fiir von Schwingungen 2.Art

den Bodensee 16.3 h) auftreten, des Bodensees,

sich aber mit zunehmender Pe- 23,78 h 37.21 h

riode hdufen. 24.22 h 39.57 h
31.28 h 40.30 h

32.56 h 40.97 h
34.16 h 41,85 h
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IV. BAROKLINE EIGENSCHWINGUNGEN DES BODENSEES

Die bisher gebriuchlichen numerischen Modelle, mit de-
nen die internen Eigenschwingungen eines zweigeschichteten na-
tiirlichen Beckens berechnet wurden und bei denen bezliglich der
Randkonfiguration keine idealisierenden Annahmen (Rechteck,
Kreis, Ellipse) gemacht werden (Schwab 1977, Kanari 1975), ge-
hen von konstanter Aquivalenztiefe aus und machen dann Gebrauch
von der in Abschnitt I.3 vorgestellten M8glichkeit der Sepa-
ration in barotrope und barokline vertikale Eigenfunktion. In
diesem Falle wird - wie das auch in Abschnitt IV.1 geschehen
wird - das Gitter des barotropen Falls benutzt und lediglich
eine konstante Aquivalenztiefe (berechnet nach he=h1E2/(h1+E2)
aus der mittleren Tiefe) statt der aktuellen Tiefe eingesetzt.
Dieses Vorgehen kann bei vielen Seen dazu filhren, daR Sprung-
schichtauslenkungen (und natiirlich auch Strdmungen in der Un-
terschicht) berechnet werden filr weite Teile dieser Seen, die
in natura flacher sind als die Gleichgewichtslage der Sprung-
schicht. Ein frappierendes Beispiel hierfiir sind die Ergeb-
nisse von Kanari (1975) fir den Lake Biwa.

Uber den Bodensee 14BRt sich sagen, daR er verhidltnismifig tief
ist. Dennoch gibt es auch hier, vorallem im Ostlichen Teil des
Sees, grbfere Gebiete mit geringen Tiefen. Dies wird verdeut-
licht, wenn man den Tiefenbereich zwischen 20 m und 30 m be-
sonders hervorhebt, wie das in Abb.IV.1 geschehen ist.

Abb.1V.1 Die Uferlinie und der Bereich zwischen 20 m und 30 m
beim Bodensee.

in Abb.IV.2 ist skizziert, welche M8glichkeiten es gibt, diese
Randgebiete zu behandeln.
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Ruhelage

der Oberflfiche Abb.IV.2 Moglichkeiten
der Behandlung des
flachen Uferbereichs.

Ruhelage

der Grenzfliche

a) Bisher ist es gebrduchlich (Schwab 1977, Kanari 1975), die
Uferlinie als Berandung des Modellbeckens zu betrachten, die
mittlere Tiefe zu berechnen und daraus eine konstante Aquiva-
lenztiefe abzuleiten. Daraus resultiert der in Abb.IV.2 strich-
punktierte Verlauf. Die Rechnungen des Abschnitts IV.1 basie-
ren auf diesem Vorgehen.

b) Mit derselben Uferlinie (und damit mit demselben Gitter)
14Rt sich die Bodentopographie unterhalb der Sprungschicht-
tiefe realistisch erfassen; die Tiefen kleiner als die Mittel-
lage der Grenzfliche miissen in diesem Fall (wie in Abb.IV,2
durch den gepunkteten Verlauf angedeutet) vertieft werden auf
einen Wert grdfer als die Sprungschichttiefe. Die Problematik
dieser Vorgehensweise in flachen, breiten Uferzonen ist offen-
sichtlich. In Abschnitt IV.2 wird ein anschauliches Beispiel
dafiir gegeben.

¢) Der verbleibenden Mdglichkeit (gestrichelt in Abb.IV.2)
liegt die Schnittlinie zwischen Grenzfliche und Bodentopo-
graphie zugrunde: der Rand des Gitters wird bestimmt durch
diese Schnittlinie. Dabei wird der Beitrag der Wassermassen
des flachen Bereichs oberhalb der Mittellage der Sprungschicht
auf die internen Eigenschwingungen auBer acht gelassen. Den-
noch scheint dieser Schnitt zwischen der Grenzfldche und dem
Boden der angebrachte Reprisentant fir die "Uferlinie" des
Zweischichten-Modells zu sein. Das Gitter des Abschnitts V.4
iiber dem Uberlinger See kommt auf diese Weise zustande (siehe

Abb.V.11).



- 46 -

IV.1 Konstante Aquivalenztiefe

Zur L&sung des Problems der baroklinen Eigenschwingun-
gen des zweigeschichteten Bodensees bei konstanter Aquivalenz-
tiefe wird dieselbe Methode angewandt, die schon bei den baro-
tropen Eigenschwingungen des homogenen Einschichten-Modells
des Bodensees (Abschnitt III.3) benutzt wurde. Damit ist die
Mdglichkeit gegeben - bel vertretbarem Rechenzeitaufwand -
grundlegende Aussagen lber das prinzipielle Verhalten des
zweigeschichteten Bodensees herzuleiten. Ein wesentlicher Un-
terschied zu den Berechnungen des Abschnitts III.3 besteht
darin, daR jetzt der Einfluf der Erdrotation ein bestimmender
Faktor ist, wdhrend er sich filir den barotropen Bodensee als
bedeutungslos erwiesen hatte. Im barotropen Fall war f/uw,,
das Verhiltnis des Corioclisparameters f zur Kreisfrequenz der
rotationsfreien Eigenschwingung 1.0rdnung, mit einem Wert von
ungefidhr o0.05 sehr klein. Im baroklinen Fall erhdlt man Werte,
die im Bereich 5-7 liegen, so daR man - wie schon bel den
Testrechnungen des Abschnitts III.1.3 - mit einem starken
EinfluB der Erdrotation auf die Schwingungsform rechnen muf.

Die Rechnungen werden mit demselben Gitter wie in Ab-
schnitt II1.3 durchgefihrt (siehe z.B. Abb,.III.8). Die Deck-
schichttiefe wird mit 30 m, die Unterschichttiefe mit 7o m
angenommen, was eine Aquivalenztiefe von he=21 m ergibt. Der
Dichteunterschied zwischen Deckschicht und Unterschicht wird
mit A?=§;—Q|=5.3“-ﬂ g-cm_3
gen am Ende des Abschnitts). Das ergibt einen Wert fir die

reduzierte Schwerkraft von g‘=g%§=0.52 cm-sec-2. Die Indi-

angesetzt (siehe dazu die Bemerkun-

zierung der Ordnungen geschieht nach der Folge der Eigenfre-
guenzen des rotationsfreien Falls., Das bietet sich an, da ein
eindeutiger Zusammenhang zwischen den Eigenschwingungen des
rotationsbehafteten mit denen des rotationsfreien Falls be-
steht.

Abb,IV.3 zeigt die Anderungen der Eigenfrequenzen der
ersten 15 Ordnungen bei Steigerungder Rotationsgeschwindig-
keit., Eine &hnliche Betrachtung existiert durch die schon in
Abschnitt III.1.3 erwdhnte Untersuchung iliber ein zweigeschich~-
tetes (5x1)-Rechteck (Rao 1977). Die Raoschen Rechnungen zei-
gen, caB bel hohen Rotationsgeschwindigkeiten das Frequenz-
spektrum sich in zwel verschiedene Typen von Eigenschwingungen
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unterteilen 1iRt: Der eine Typ von Eigenschwingungen hat Fre-

quenzen, die unterhalb der Trigheitsfrequenz liegen, und die

Struktur seiner Eigenvektoren ist gekennzeichnet durch eine

wachsende Anzahl positiver Amphidromien. Der andere Typ von

Eigenschwingungen hat Frequenzen nahe der Trédgheitsfrequenz,

aber

immer groéfer als diese, und die Struktur ist gegeben

/’
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’_;:;;;,;;; g — . GroBbuchstaben ge-
TF‘:ZQ;;;fff/ """"""" kennzeichneten
00 F- = Punkte:
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f,f‘ A zu Abb.IV. l4a
——
_E-:;p’_‘__E ‘ B zu Abb.IV.hb
eI C zu Abb,.IV.ha
T ) D zu Abb.IV.5b
SRR E zu Abb.IV.5c
- F zu Abb,.IV.ba
17 T G zu Abb.IV.6b
1 s : H zu Abb.IV.6c
T T T T I T T e I zu Abb,.IV.7a
. : J zu Abb.IV.Tb
e K zu Abb.IV.7b
3 L zu Abb.IV.7c
e ‘A M zu Abb.IV.7d
1.0551 .
i L 4 ; ! i
O.||_°-4 ' 1.87,,-4 sec™! f

Abb.IV.3 Frequenzverhalten der ersten 15 Ordnungen bei Stei-

gerung der Rotationsgeschwindigkeit., (Gestrichelt gezeich-
net sind die dem B-Gitter zuzuordnenden Ergebnisse).
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durch eine wachsende Anzahl negativer Amphidromien. Diese
Einteilung in zwei Typen kann im vorliegenden Fall nicht so
eindeutig vorgenommen werden, weil - zumindest von den hier
untersuchten ersten 15 Ordnungen - alle Eigenschwingungen
bei hinreichend groBen Rotationsgeschwindigkeiten die W=f-
Linie schneiden, also Frequenzen kleiner als die Tr&gheits-
frequenz bekommen, und dann aus einem System von durchweg
positiven Amphidromien bestehen. Man kdnnte sagen, daB ein
System positiver Amphidromien den stabilen Endzustand jeder
Eigenschwingungsordnung bei wachsender Rotationsgeschwindig-
keit darstellt. Gleichwohl ist zu beobachten, daB einige der
Eigenschwingungen hdherer Ordnung im Verlauf ihrer Entwick-
lung hin zu diesem stabilen Endzustand Zustdnde durchlaufen,
die gekennzeichnet sind durch das Auftreten einer (oder meh-
rerer) negativer Amphidromien mit grofen Auslenkungen.
Natirlich ist es von besonderem Interesse, welche
Struktur die Schwingung bei der tatsfdchlichen Trigheitsfre-
quenz von f=1,07,-4 sec”! nhat. Fir aie Interpretation ist
es weiterhin wichtig, zu wissen, wie stabil die Struktur der
Schwingung beil f=1.oﬂ°—N sec-1 ist, wie sie sich also gegen-
iter einer leichten Verdnderung der Rotationsgeschwindigkeit
verhilt, oder in welchem MaRe sie sich durch geringfigig an-
dere Wahl der Parameter he oder ¢ &ndert. Da das Verhalten
nicht einheitlich ist, ist eine gesonderte Betrachtung der

einzelnen Ordnungen ndtig.

Tabelle IV,1 Die Eigenperioden der ersten 12 Ordrnungen bel f=zo

und bei f=1,07, -4 sec”!, Perioden in Stunden. Die
Werte in Klammern sind die des B-Gitters.

Urd- Ord-

nung fzo f#o nung f=o f#o
1 191.35 (91.77){103.27 (103.64) 7 119.19 (19.44) {17.34 (17.68)
2 52.11 (53.85)| 57.12 (59.51) 8 116.56 (16.77) |15.17 (15.64)
3 (37.14 (37.93)| 38.83 (h4o.o2)| 9 [15.55 (15.95) |14.17 (14.uk)
4 127.90 (28.43)1 28.94 (29.61)| 1o [14.73 (15.43){12.92 (13.22)
5 ]23.00 (28.23)] 23.85 (24.38)| 11 |13.60 (14.02)|12.46 (12.50)
£ 20.52 (21.02)| 20.51 (20.71){ 12 |13.34 (13.79)[12.03 (11.74)
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Die ersten 5 Ordnungen sind im rotationsfreien Fall
(f=o) Lingsschwingungen, wobei die Anzahl der Knotenlinien
der Ordnung entspricht. Jede der Knotenlinien des rotations-
freien Falls wandelt sich bei diesen 5 Ordnungen mit gréfer
werdendem f um in eine Amphidromie. (Abb.IV.4a zeigt dies flir
die 1.0rdnung, Abb.IV.4b fiir die 5.0rdnung). Dabei erfahren
diese ersten 5 Ordnungen mit grofer werdendem f eine leichte
Frequenzerniedrigung. Die Werte filir f=zo und f=1.07,-1 sec-1

sind Tabelle IV.1 zu entnehmen.

ol ~5
. a).‘_:l_l

i S

o1

: -1

Abb.IV.4 a) Die 1.0rdnung bei f=1.07,-4 sec 1,
b) die 5.0rdnung bei f=1.07,-4 sec ~.

Der schwarze Kreis zeigt eine positive Amphidromie an.

Der Drehsinn ist durch den Pfeil angedeutet, ausgehend

von der 0°-Phasenlinie.

Die Eigenschwingung 6.0rdnung, die im rotationsfreien
Querschwingung hat und im Uberlinger
Null verschiedene Auslenkungen auf-
zeigt auch als erste der Eigenschwin-

Fall den Charakter einer
See keine wesentlich von

weist (siehe Abb.IV.5a),
gungen eine leichte Frequenzerh8hung fir wachsendes f. Ab

fao.3,,-4 sec"1 kehrt sich diese Tendenz al}irdings um. Ent-
sprechend ist fiir den Bereich f <o0.3,-l4 sec "festzustellen,
daPR im zentralen Bodensee eine negative Amphidromie mit groBen
maximalen Auslenkungen existiert (siehe dazu Abb.IV.5b), daB
diese Eigenschwingung fiur diese Rotationsgeschwindigkeiten
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also noch den urspriinglichen Charakter einer Querschwingung
besitzt. Schon fiir Werte des Coriolisparameters von wenig
mehr als f=zo0.3,-4 seo::"1 ist der stabile Endzustand von 6 po-
sitiven Amphidromien erreicht (siehe dazu Abb.IV.5c).

Abb.IV.5 Die 6.0rdnung a) bei f=o. Strichpunktierte Linien
sind Knotenlinien, gestrichelte Linien sind negativen
Werten der Auslenkung zugeordnet. b) Bei f=0.2,,-4 sec_l.
Der offene Kreis kennzeichnet eine negative Amphidromie.
c) Bei f=o0.5, -4 sec-l.

Die 7.0rdnung hat ihre wesentlichen Auslenkungen in
der Konstanzer Bucht, ist also von untergeordnetem Interesse.

Die 8.0rdnung, die fir den rotationsfreien Fall (nach
der 6.0rdnung) als zweite den Charakter einer Querschwingung
nat (siehe Abb.IV.6a), weist bis f~ 0.4 sec™? zwei nega-
tive Amphidromien auf (siehe Abb.IV.6b), "kippt" dann aber

in ihrer Struktur zu einem System von 8 positiven Amphidro-

mien (siehe dazu Abb.IV.6c). Dabei nimmt die Eigenfrequenz

1

bis f~0.8,-4 sec - allerdings stetig zu.
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Abb.IV.6 Die 8.0rdnung a) bei f=o, b) bei f=0.2,-U sec-l,

. -1
c) bel f=o.5m—ﬂ sec .

. A A,
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Abb.IV.7 Die 11.0rdnung a) bei f=0.2,-4 sec™ >, b) bei
£z0.5,-4 sec ! (nahezu identisch bei f=0.8,, -4 sec_l),
c) bei f=1.07, -4 sec-l, d) bei f=1.5,-4 sec-i.
Die Abbildungsfolge IV.7a bis IV.7d4 zeigt die Ent-
wicklung der Eigenschwingung 11.,0rdnung, die als niederste

_1 R
noch eine

Schwingungsordnung beim realen f=1.07,-4 sec
negative Amphidromie aufweist (Abb.IV.T7c).
In diesem Zusammenhang sei hingewiesen auf die von
Hollan (1974) als Erstem erwihnte antizyklonische Drehbe-
wegung, die sich in den Strdmungsregistrierungen der Sta-
tion S3 (siehe Abb.E.1) deutlich ablesen 148t (Hollan 1974,
S.177). Die MeRstation s3 liegt im Bereich der berechneten
negativen Amphidromie. Dies 148t sich nicht sagen von der
beobachteten und der berechneten Période'der Schwingung,
die sich mit "ungef8hr 14 Stunden" (Hollan’197u,s.178) und
errechneten 12.46 Stunden deutlich unterscheiden. Diese
Diskrepanz zwischen beobachteter und berechneter Periode
kann vielerlei Griinde haben, von denen einige (nicht-lineare
Effekte, Reibungseinfliisse) auferhalb der Betrachtungsmdg-
lichkeiten des vorliegenden Modells liegen. Im Rahmen einer
Beschreibung des Phénomens der internen Eigenschwingungéhk ‘
vermittels eines Zwelschlchten—Modells ist die kritische
Jberpriifung der Wahl der Parameter €5 des chhtedeffekts
zwischen Deckschlcht und Unterschlcht und hl’ der Deck-

schlchttlefe, eine vordrlngllche Aufgabe. Der Zeitraum de e
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bodensee-Expedition 1972 erstreckt sich von Ende September
bis Ende November, liegt also in der Phase der herbstlichen
Abkihlung. Hollan (1974) stellt Betrachtungen {iber die mitt-
lere Abkilihlungsrate bei ruhiger Wetterlage und iliber die
Schichtung nach Starkwind-Ereignissen an. Daraus soll als
grobe Abschitzung flir e und he gefolgert werden, daB zu
Ende des Beobachtungszeitraums he um 20% zugenommen hat, e
sich allerdings auf die Hdlfte seines anfinglichen Wertes
reduziert hat. Die bei den vorhergehenden Berechnungen ge-
wihlten Parameter von €=5.3,-4 und h;=30 m sind fir den
Zeitraum Anfang Oktober reprdsentativ (die in Abschnitt V
behandelten internen Querschwingungen des Uberlinger Sees
fallen in diesen Zeitraum).

IV.2 Beriicksichtigung der Bodentopographie

Nach den sehr ausfilhrlichen Untersuchungen des Ab-
schnitts IV.,1 lber das prinzipielle Verhalten eines Zwei-
schichten-Modells des Bodensees bei konstanter Tiefe sollen
in diesem Kapitel einige Ergebnisse vorgestellt werden, die
sich mit dem vollstindigen (gekoppelten) Modell ergeben:

a) Die Rechnungen bei ebenem Boden, die mit den selben Wer-
ten der Parameter e, h1 und h2 durchgefihrt werden, die den
Berechnungen des Abschnitts IV.1 zugrunde liegen, ergeben

die gleichen unwesentlichen Unterschiede zwischen entkoppel-
tem und gekoppeltem Modell, die schon durch die Ergebnisse

des Abschnitts III.1.3.2 belegt sind.

b) Die im folgenden vorgestellten Berechnungen bei unebenem
Boden sind mit dem vertieften Rao-Gitter (siehe Abschnitt III.3)
durchgefiihrt worden und sind - beachtet man die Uberlegungen
zu Abb.IV.2 - wider besseres Wissen gemacht worden. Der Grund
dafir, daf dennoch (einige wenige) Beispiele berechnet wurden,
ist in der bequemen Handhabung des vorhandenen Gitters zu se-
hen. In Abb.IV.8 sind zwei, um ein Viertel der Periode zeit-
versetzte Momentanbilder der Grenzflichenauslenkung der in-
ternen Schwingung 1.0rdnung eines zweigeschichteten Bodensee-
Modells aufgezeigt. Diesem Fall liegt das Rao-Gitter zugrunde,
bei dem si#mtliche Tiefen, die geringer als 35 m sind, auf 35 m
vertieft sind (das entspricht dem in Abb.IV.2 gestrichelt ge-
zeichneten Bodenverlauf). Man erkennt, daf in flachen Uferbe-
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reichen "Eigentiimlichkeiten" auftreten, besonders auffdllig zum
Zeitpunkt wt=T/2 (Abb.IV.8b) in dem flachen Uferbereich in der
Mitte des nﬁrdliéhen Ufers. Es erscheint zweifelhaft, diese Er-
gebnissé als realistische Abbilder der wirklichen Vorginge zu
interpretieren, da durch die geringe Unterschichttiefe in die-
sen ausgedehnten Flachwasserbereichen einige Voraussetzungen
der Ausgangsgleichungen nicht mehr erfiillt sein kdnnen. Ande-
rerseits ist fir die tieferen Bereiche des Bodensees die Struk-
tur der Auslenkung der Grenzfliche durchaus plausibel (ver-
gleiche Abb.IV.4a).

wimg

T,Az 9807 h

a)

Abb.IV.8 Die Grenzflichenauslenkung der 1.0rdnung bei unebve-
nem Boden (vertieftes Rao-Gitter) a) zum Zeitpunkt Wt=o,
b) zum Zeitpunkt wt=%/2, Die gestrichelten Linien sind ne-
gativen Werten zuzuordnen. Mit dem Pfeil ist der Drehsinn
angedeutet. '

Berechnungen der internen Eigenschwingungen des Boden-
sees mit einem Gitter, dem die Schnittlinie zwischen Grenz-
fldche und Boden als "Uferlinie" zugrunde liegt (der Fall c)
von Abb,IV.2), werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht
durchgefilhrt. (Siehe aber die Rechnungen des folgenden Ab-
schnitts liber die internen Querechwingungen des Uberlinger
Sees). ' : e
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V. INTERNE QUERSCHWINGUNGEN DES UBERLINGER SEES

Innerhalb der vorliegenden Untersuchungen {iber Eigen-
schwingungen zweigeschichteter Becken nehmen die internen
Querschwingungen des Uberlinger Sees einen gewichtigen Platz
ein. Die Grinde dafir sind vielfdltig und sollen der Reihe
nach erldutert werden: Die Testrechnungen des Abschnitts III
zeigen, wie stark die Ergebnisse der Rechnungen von der hori-
zontalen Aufldsung des numerischen Gitters, das auf das zu
untersuchende Wasserbecken gelegt wird, abhingen. In dem
mathematischen Verfahren, das dieser Arbeit zugrunde liegt
(siehe Abschnitt II.2), ist die Dimension der zu invertieren-
den Matrizen innerhalb des Ldsungsalgorithmus (II1.8)-(II.9)
der begrenzende Faktor gegeniiber einer fortgesetzten Ver-
feinerung des Gitters. Die Dimension d dieser Matrizen ver-
grofert sich beim Einschichten-Modell in dem MaBe, wie die
maximale Gitterpunktanzahl in Querrichtung zunimmt (d~ m),
ist also stark abhlngig von der Breite des Sees. Bei Beriick-
sichtigung der Bodentopographie ist auch die Kopplung zwi-
schen barotroper und barokliner Bewegung zu berilcksichtigen
und damit verdoppelt sich die Anzahl der Punkte gegenilber
dem barotropen Modell, vervierfacht sich die Anzahl der
Matrix-Elemente. Zwangslidufig kommt man an den Punkt, wo
eine "iUberm#Bige" Breite eines Sees als etwas wenig Win-
schenswertes erscheint.

Unter der Annahme, daf die internen Querschwingungen
des Uberlinger Sees weitgehend unbeeinflult von den Wasser-
massen des restlichen Bodeisees ablaufen, ist es aufgrund
der geringen Breite des Uberlinger Sees mdglich, dieses
Phiinomen mit einem relativ feinen Gitter zu untersuchen. Es
sei unbestritten, da8 hier der Wunsch der Vater des Gedan-
kens ist, aber es soll gezeigt werden, daf im Fall des Boden-
Sees bzw. des Uberlinger Sees eine Situation vorliegt, wo es
m&glxch Ast, aus der Not eine Tugend zu machen.

Noch mehr als fir den gesamten Bodensee trifft fir den
Uberlinger See‘dle Aussage Zu, daf es sich um einen relativ
tiefen See mit”Stell abfallenden Ufern handelt (siehe z.B.

Abb . IV jw,u*,&aa& die Schniﬁtlinie ‘der internen Grenzfliche
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mit dem Boden (die 30 m-Tiefenlinie) sich nicht sehr stark von
der Uferlinie unterscheidet. Der Schnitt quer zum Uberlinger
See auf H8he der Verankerung So (siehe Abb.E.1) verdeutlicht
diesen Sachverhalt (siehe Abb.V.6).

Da der Behandlung der internen Eigenschwingungen eines
natiiriichen Beckens vermittels eines Zweischichten-Modells die
Annahme zugrunde liegt, daB der in der Natur kontinuierlich
verlaufende Ubergang zwischen warmem, durchmischtem Deckschicht-
wasser und kaltem Wasser der Unterschicht durch einen Dichte-
sprung zu beschreiben sei, ist es fir die Glite der Simulation
der internen Wasserbewegungen wichtig, wie ausgeprigt der
Dichtegradient in der Sprungschicht des natiirlichen Gewidssers
ist. Die in Abb.I.1 abgebildete Temperatur- bzw. Dichteschich-
tung zeigt die Schichtungsverhidltnisse, wie sie im Uberlinger
See typisch filir den Herbst sind. Anders als im eigentlichen
Obersee spielt der Rheindurchfluf im Uberlinger See keine Rolle.

Zusammenfassend 14Bt sich sagen, daR im Uberlinger See
die Voraussetzungen, die einem Zweischichten-Modell zugrunde
liegen, recht gut erflillt sind und daf aufgrund seiner geringen
Breite die Rechnungen mit einem relativ feinen Gitter durch-

gefihrt werden kdnnen.
Inwieweit es gerechtfertigt ist, den Uberlinger See als

unendlich langen Kanal zu betrachten, um damit die Berechnung
der internen Querschwingungen zu vereinfachen, soll in den Ab-

scnnitten V.1 ~ V.3 untersucht werden.

V.1 Die beschreibenden Gleichungen filir den unendlich langen Kanzal

V.1.1 Die vollstiéndigen Gleichungen

Bei der approximativen Beschreibung von Querschwingungen
eines Sees, der bedeutend lidnger als breit ist und deshalb wie
ein unendlich langer Xanal behandelt werden soll, nimmt man

irh,¥.1 Querprofil des fanals.
Pie Tiefe der Unterschicht
kann in Querrichtung va-

riavel sein (h2=h2(y)),
die Deckschichttiefe

hl ist konstant,
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verschwindende Gradienten in Li&ngsrichtung an (3A3xuo, siehe
Abb.V.1), man sieht somit auch ab von Effekten, die von den
Enden des Sees ausgehen. Unter dieser Voraussetzung reduzieren
sich die Gleichungen (I.13) zu

will, +{V, = o ' (V.1a)

wV, -{u.+§h,'% =0 , (V.1b)

s, s, = 0 (¥.10
und

ol +fY, =0 . (V.1d)

woV, - {Q,M‘@h;’%g' + %eh,’%% =0 (V.1e)

M, -
QB + L\a;‘ (o} . (V.lf)

Bei der Trennung von (V.1a)-(V.1f) in Real- und Imaginirteil
ergeben sich wiederum zwei voﬁeinander unabhdngige, fir die
Beschreibung des Problems v8llig 4quivalente Gleichungssysteme.
So ergibt sich z.B. (bei Bericksichtigung des Imagindrteils)

fiir die Deckschicht

-«.:)U: i f\/“ .o , (V.2a)

- @V, - fule ﬁ\""%‘? =0 (v-20)
T ""3V;..

SEVE AETS A ay " ° (V.2¢)

und fiir die Unterschieht
-oU -4V - o ; . (v.24)

i %8\“’954.;%&\\:%;‘ ?5 1 (V.2e)




Aus (V.2c) bzw.

1 "'iﬁ;\c

J
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(v.2f) folgt

Damit geht man in (V.2b) bzw.(V.2e) ein und erhdlt

1 . ) :
(-w+£)\4 +%‘r\.§-§ =0 ,

und

. .
ula_évf ) (V.3)
(V.4a)
=0 (V.l4b)
fagf (V.bhe)
*"%GEL\l;S;; o ,
. (V.4a)

Durch (V.4a)-(V.4d) hat man ein vollstidndiges System partleller

Differentialgleichungen fiir die vier Variablen V;,

r i r
19 V2 und ?2.

Dabei ist zu beachten, daB die Kopplung zwischen barotroper

und barokliner Bewegung in den Gleichungen enthalten ist.

Die numerische Behandlung des Gleichungssystems (V.4)

ist als Spezialfall des in Abschnitt II.2 hergeleiteten Ver-

m 14 2 3 &% 5

—--x--—T-~-x~-- ———m -

nGE o w)

ArL WV ,2a Die Anordnung
der Gitterpunkte bei

V-Punkten auf dem Rand.

% VBV O L .

o ai-a 1
i ' I
) - 1 By, }
I T T T
-y, #) 'Y, '
' ' )
WY ()8, € :
Fmm e b= m e mmm o p
' LA ~a Wi-a 1
: A : -Q : -4 : '
R It et N R
} -Y, l( ) ' Y '
t '
B Ol
B Tk T S

Abb,V,.2b Las Schema der
Koeffizientenmatrix.

Y= %h'.‘/us ,

4/263

-~to+{A§.
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fahrens anzusehen. Durch den Wegfall der Gradienten in Lings-
richtung reduziert sich das Problem auf ein quasi-eindimensio-
nales. Es bestehen dabei zwei Mdglichkeiten der Anordnung der
Gitterpunkte: Im einen Fall geschieht die Anordnung der Gitter-
punkte so, daf ?-Punkte auf dem Rand liegen, im anderen Fall
liegen Geschwindigkeitspunkte auf dem Rand, deren Werte gemif
der Randbedingung \Qflh=0 allerdings identisch Null sind. Da-
durch werden im letzteren Fall die beschreibenden Gleichungen
nur an inneren Gitterpunkten genommen, so daB ihre Diskreti-
sierung durchweg durch zentrale Differenzen vorgenommen wer-
den kann. Abb.V,2a verdeutlicht die Anordnung der Gitterpunkte
des letzteren Falls und Abb.V.2b skizziert das Schema der
Koeffizientenmatrix des Eigenwertproblems.

—_— v v L . v . L
m 4 2 3 & S CRORCRCRCRCACA s B
- - - -—-x---r—-l-—
1 h) o m ey m =
- - _-’. SR S R T Rt T 1= W I1-2a [}
] [} !
] -0 -24 ! [}
T e i 2
e Y, () Y, ]
2 ] ] t ! ]
.-SX -€X| ( ) Iéx eX ' 1
it S I
1 ' A 1.0 W i-A ]
) ] ' ]
' A'v o' A |
B T T e S
i px () VY, !
' [} ' !
S (LK
R IR IR R I
I ' ] ] I
Abb.V,3a Die Anordnung Abb.V.3b Das Schema der
der Gitterpunkte bei Koeffizientenmatrix. Ab-
?-Punkten auf dem Rand. kiirzungen wie in Abb.V.2b.

Wenn die Anordnung der Gitterpunkte so geschieht, daB
?-Punkte auf dem Rand liegen, werden flir diese Randpunkte Vor-
wirts- bzw. Rilckwirtsdifferenzen verwendet. Es ist dann

V| L Na) -V (r
'53 ma4 AH

ég?e - \Qt(ﬂ)"\az(r+4)

m=M Ay ’

bzw,
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wobei zu berlicksichtigen ist, daf V1(1) = V2(1) = o und
v,m = V2(M) = o gilt. Abb.V.3a zeigt die Anordnung der
Gitterpunkte, Abb.V.3b das Schema der Koeffizientenmatrix.
Die mit diesem Verfahren erzielten Ergebnisse werden in

Abschnitt V.2 vorgestellt.

V.1.2 Die Trennung von. barotroper und barokliner Bewegung

beim unendlich langen Kanal

In Abschnitt I.3 wurde gezeigt, daf dann, wenn die
Tiefe nur von einer unabhingigen Variablen abhingig ist (also
h2=h2(y) oder h2=h2(x)), eine Trennung zwischen barotroper
und barokliner Bewegung niherungsweise mdglich ist., Die Ad-
dition der beiden Kontinuitdtsgleichungen (V.1c) und (V.1f)

ergibt ndmlich
P _ .
,%(Vﬁvz) = ‘\934 (V.5)

und vernachlidssigt man die rechte Seite (in Abschnitt I.3
wurde ausfihrlich darauf eingegangen), so folgt, daB

V.“’Vz= const = oder V,=-—\/L . (V.6)

Daraus folgert man lber (V.1a) bzw. (V.1d), daB

Ui=-u (V.7)

Gent man damit in (V.1b) bzw. (V.1le) ein, so erhilt man nach
Subtraktion der beiden Gleichungen

: Wh, 9
L\,OV;_ - ‘Fuz, = -3¢ hﬁ‘ﬂz;&j (?{ Z,)

berlcksichtigt man weiterhin, daf ;F«Ea’ so erhdlt man mit

Wl + £V, =0 ’ (V.8a)
N \"4\’\ /a L

oY, - {ful = _%eﬁ: ,3% ) (V.8b)
r‘b"'-vl + szl =0

/03 ‘ (V.8¢)
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ein vollsténdiges System von drei Gleichungen fiir die Vari-
ablen U2, V2 und ?2. Der Transport in der Deckschicht ergibt
sich aus (V.6) bzw. (V.7). Man kann das System (V.8) weiter
reduzieren, wenn man (V.8a) nach U, aufldst

2
4y /
t W g
et . <
und damit in (V.8b) eingeht. Man hat dann mit ?;‘0°\$N§ 2
¥4

(-o+:g) \, - —L%ehe/%gx (V.9)

und (V.8c¢c) ein System von zwei Gleichungen fir die beiden
Variablen V, und 32. (Es sei erinnert, daB v2=v§+ivé und
?2=;g+i;;). Es genligt, den Real- oder den Imaginirteil der

Gleichungen (V.9) und (V.8c¢c) zu beriicksichtigen, so z.B.

<.u3+ -¢%e¥\’33;
(V.10)
RS AL A
‘3 |
Fiir dieses Eigenwertproblem gibt es duBerst einfache nume-

rische L&sungsmethoden.
Das hier beschriebene L8sungsverfahren geht unmittel-

bar aus dem in Abschnitt II1.2 beschriebenen L&sungsalgorith-
mus fiir quasi-tridiagonale Systeme hervor, wenn man beriick-

(VO V... VEIEIVE) T

I -A Abb.V.4 Koeffizienten-
-y () Y matrix bei V-Rand-
A -0 -A punkten,

()Y A-4/2A5 Y- caeh
: . ( ="UJ+{>£3.

Y)Y

A ~w-A

Y)Y

A -1
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sichtigt, daR die Blockmatrizen nun durch Skalare zu ersetzen
sind. (Es handelt sich also um eine nochmalige Vereinfachung
des in Abschnitt V.1.1 abgeleiteten Verfahrens. Statt (2x2)-
Matrizen stehen nun Skalare). Geschieht die Anordnung der
Gitterpunkte wie in Abb.V.2a, so ergibt sich die in Abb.V.4
angedeutete Koeffizientenmatrix. Beil ?—Randpunkten (wie in
Abb.V.3a) ergibt sich die in Abb.V.5 angedeutete Koeffizien-

tenmatrix.

T VOGO VE) ... VEREVE30) Abb.V.5 Koeffizienten-
matrix bei ¥-Rand-

"0 -2 punkten. Abklirzungen
Y)Y _ wie in Abb.V.h,
A -w -4
Y)Y

Y)Y
A -0 -A
Y)Y

14 -0

wieder sel bezliglich der hiermit erzielten Ergebnisse auf
Abschnitt V.2 verwiesen.

V.1.3 Analytische LOsungen filir den Fall konstanter Aquivalenz-
tiefe

Reduziert man im Fall konstanter Aquivalenztiefe he das
System (V.1lo) auf eine einzige Gleichung

1

(- W+ fl)vz - %ehe%—'v: =0, (V.11)

4

30 kann man diese Gleichung, zusammen mit den Randbedingungen
V2 = o fliry = o und y = B, analytisch 1&6sen. Die L¥sungen
dieser Gleichung sind fir ebenen Boden (h ~const) trigonomet~-
rische Funktionen mit den Argumenten p.) Y und w t, wobei ')\
die transversale Struktur undtD die Frequenz der n-ten Elgen-
schwingung angeben und gegeben 31nd durch
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2 2
N, % / Q:.]Ci»{kl)i , n=1,2,3,... (V.12)

Dabei ist R die interne Deformationsdistanz
C
R = T | C E'\l%ehe .

V.2 Ergebnisse fir den Uberlinger See als unendlich langer

Kanal

Nun werden die in den Abschnitten V.1.1 - V.1.3 darge-
stellten Losungsmdglichkeiten auf die internen Querschwingun-
gen des Uberlinger Sees angewandt. Dabei sollen die Ergebnisse

der Reihe nach, ausgehend von der weitestgehenden Vereinfachung

(ebener Boden) vorgestellt werden. In Abb.V.6 ist skizziert,
wie man sich den unendlich langen Kanal vorzustellen hat, der
reprisentativ fir den Uberlinger See sein kdnnte. Offensicht-
lich bedarf es bei der Festlegung der Breite des Kanals und
noch mehr bei der Wahl seines Tiefenprofils in Querrichtung
einer gliicklichen Hand, soll bezliglich der berechneten Eigen-
perioden eine gute Ubereinstimmung mit den beobachteten Werten
erhalten werden. Die im folgenden dargestellten Ergebnisse

Abb.V.5 Der Uberlinger See als unendlich langer Kanal.
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griinden sich auf die Verhdltnisse, wie sie bei der MeBstation
So (siehe z.B. Abb.V.6) vorliegen. In Abb,V.7 ist das Querpro-
fil der Tiefe beil So dargestellt. Die Tangente an den Talweg
bei So legt die Richtung des Kanals fest und der Querschnitt
der Abb.V.7 liegt folglich senkrecht zum Talweg. Die Breite

B = 2.52 km, die den Werten der Tabellen V.1 und V.2 zugrunde
liegt, wird bestimmt durch die Schnitte der 3o m-Tiefenlinie
mit dem Boden. (Die Lage der Grenzfliche in 30 m Tiefe und

der Wert des Dichteunterschieds von Ag=5.3m-u g/cm3
sich aus den Schichtungsverhiltnissen, wie sie Mitte Oktober
1972 bei der Station So vorlagen (siehe dazu Abb.I.1), Diese

_ergeben

Werte der Parameter h, und € (h1=30m,€=5.}m-U) liegen sdmt-
lichen Rechnungen der vorliegenden Arbeit zugrunde). Die ge-
punktete Linie in Abb.V.7 gibt den Verlauf der Aquivalenz-
tiefe an. Flr die mittlere Aquivalenztiefe ergibt sich

h

e
ny

20.0 m, Das entspricht bei einer Deckschichttiefe von

30 m einer Unterschichttiefe von h2 = 60 m,

b B -

0 3 r O
30 1

- 10

90 - 20
100 4

m
] -

Abb.V.7 Der Querschnitt durch den Uberlinger See bei So.
H(y), ------ h (y).
Der linke MaBstab gilt fiir H, der rechte fiir he‘

----- die 3o m-Tiefenlinie,
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V.2.1 Konstante Aquivalenztiefe

Dieser Fall, der analytisch geldst werden kann, ver-
mittelt einen ersten Eindruck davon, wie grof der EinfluB der
ablenkenden Kraft der Erdrotation auf die internen Querschwin-
gungen des Uberlinger Sees ist. Dies kann auch iliber das Ver-
hdltnis des Radius des internen Trigheitskreises zur Breite
des Sees abgeschitzt werden. Sei u = 5§ c¢m/sec eine typische
Geschwindigkeit, die bei den internen Querschwingungen vor-
kommt und f = 1.07,,-4 sec°1 der flir den Bodensee gliltige
Coriolisparameter, so ergibt sich fiir den Radius des internen
Trigheitskreises R~ 500 m, Macht man sich nun die Faustregel
zu eigen, daB ein See grdBenordnungsméfig die Breite von
5 Radien des internen Trigheitskreises haben muf, damit Effek-
te der Corioliskraft bedeutend werden, und die Breite von
20 Radien, damit die Corioliskraft dominierend wird (Morti-
mer 1974), so miBte sich bei einer Breite des Uberlinger Sees
von 2.5 - 3.0 km ein nicht unwesentlicher Unterschied ergeben,
Je nacHdem, ob man die internen Querschwingungen des rota-
tionsfreien oder des rotationsbehafteten Falls betrachtet,

Die Gegeniiberstellung der Werte in Tabelle V.1 belegt diesen
Unterschied. Man erkennt die nach Formel (V.12) zu erwartende
Frequenzerhdhung im rotationsbehafteten Fall gegeniliber dem
rotationsfreien Fall, die mit zunehmender Ordnung allerdings

geringfiigiger wird.
Tabelle V.1 Die Eigenperioden (in Stunden) der ersten finf
Ordnungen der Querschwingungen des Uberlinger Sees
-1
pei h,=20m, B=2.52km, € =5.3,~4, f=0 bzw. f=1.07, -4 sec ~.

Ordnung n 1 2 3 b 5
bei f=o 4,342  2.171 1,447 1.085 0.868
Papi
Friode (h)bei f#o 4.195 2.152 1.441 1.083 0.867

Tabelle V.2 zeigt beispielhaft Unterschiede fir die
ersten beiden Ordnungen, die sich bei leichter Variation des

Parameters hg in Formel (V.12) ergeben. Dabei ist zu beachten,
daB z.B. h = 21 m sowohl durch Vertiefung der Gesamtwasser-
-B. hy

tiefe auf 1loo m unter Beibehaltung der Sprungschichttiefe von
30 m, als auch durch Absenkung der Sprungschichttiefe auf
32.3 m bei Beibehaltung der Unterschichttiefe von 6o m zu
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erreichen ist. Bedenkt man weiter, daf auch die Variation von

€ oder B im selben Sinne eine Veridnderung der Eigenperiocde be-
wirkt (Sensibilitiitsbetrachtungen hierzu finden sich bei Mor-
timer (1953%)), so wird die Willkir deutlich, die der Festlegung
dieser Parameter im Fall eines natiirlichen Beckens und den

damit gewonnenen Ergebnissen innewohnt.

Tabelle V.2 Die Eigenperioden (in Stunden) der 1. und 2.0rd-
i . - -1
nung bei verschiedenen Aquivalenztiefen (f=1.on°—M sec 7).

idgquivalenztiefe (m) 19.0 20.0 21.0 22.0
1.0rdnung 4,297 4,195 L, 101 4,012
Periode (h)
2 .0rdnung 2.207 2.152 2.101 2.053

7.2.2 Variabler Boden, H=H(y)

Man kommt der Wirklichkeit zweifellos ein Stiick n&her,
wenn man statt konstanter Tiefe bzw. konstanter Aquivalenz-
tiefe die reale Tiefenverteilung in Querrichtung beriicksich-
tigt. Gleichwohl bleibt die Willklir der Wahl von e, h1 und
auch des reprisentativen Querschnitts. Tabelle V.3 zeigt die
ersten finf Eigenperioden, die sich filir einen Kanal mit dem
<uerschnitt von Abb.V.7 ergeben im Vergleich mit den Werten
aus Tabelle V,1 fiUr die mittlere Aquivalenztiefe von 20.0 m,

die sich fiir eben diesen Querschnitt ergab.

Tabelle V.3 Vergleich der Ergebnisse bei konstanter Aquiva-
lenztiefe mit Ergebnissen bei variabler Tiefenver-

teilung; f=o bzw. f=1.07, -1 sec_l. Perioden in Stunden.

hezconst H=H(y)
Ordnung f=o f#o f=o0 f#o
1 4,342 b,195 b,241 4,104
2 2.171 2.152 2.183 2.164
3 1.447 1,441 1.474 1.468
i 1.085 1.083 1.116 1.114
5 0.868 0.867 0.903 0.902

Man sieht, daR die Ergebnisse sich etwas unterscheiden: die
Eigenperiode der ersten Ordnung ist kleiner als die, die bei
entsprechender mittlerer Aquivalenztiefe berechnet wird, aber
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schon die Periode der 2.0rdnung ist grdfer als das ihr entspre-
chende Gegenstilck. Es ist also so, daB - wie Simons (1980) es
ausdriickt - die niederen Ordnungen die Tiefe unterhalb der mitt-
leren Aquivalenztiefe spiiren, wihrend die hdheren Ordnungen
die flacheren Tiefen filhlen. Fiir diesen Vergleich wurden die
Ergebnisse herangezogen, die sich mit dem in Abschnitt V.1.1
besprochenen Modell ergeben, bei dem die Kopplung zwischen ba-
rotroper und barokliner Bewegung noch voll berticksichtigt ist.
Tabelle V.4 zeigt allerdings, daR die Unterschiede zu einem
Modell, das diese beiden Bewegungsarten entkoppelt, duBerst ge-
ring sind. Damit kommt nochmals zum Ausdruck, daf die in Ab-
schnitt V.1.2 vollzogene Separation im Fall des unendlich lan-
gen Kanals (also bei H=H(y)) in sehr guter Niherung mdglich
ist.
Tabelle V.4 Die Unterschiede zwischen dem entkoppelten und
dem gekoppelten Zweischichten-Modell des Uberlinger
Sees als unendlich langer Kanal. Perioden in Sekun-

den; f=o bzw. f£=1.07,-4 sec” I,

Ordnung ' hezhe(y) Zweischichten-Modell
f=0 I ffo f=o f#o
15262 14771 15266 14774
7858 7789 7860 7790
3 5306 5285 5307 5286

V.3 Ein Vergleich mit Beobachtungen

In Abb.V.8 ist eine Zeitreihe der Strdmungskomponente
in Querrichtung béi der MeBstation So im Uberlinger See (sie-
he Abb.V.6) gezeichnet. An diesem Beispiel einer internen
g des Uberlinger Sees soll untersucht werden, ob

Juerschwingun

es méglich ist, die Beobachtungsergebnisse durch die Modell-

rechnungen nachzuvollziehen. Diese Querschwingungen waren
wihrend der 1.MeSperiode der Bodensee-Expedition 1972 ein
immer wieder zu beobachtendes Phénomen (siehe dazu Hollan
(1974), S.166). Eine Analyse der Strémungsregistrierung in

6.0 m Tiefe bei So wihrend des Zeitraums vom 4, pvis €. Oktober

ergibt fir die 1.Querschwingungsordnung eine Periode von 4.12
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204
cm V 60m
sec ’
g /’\N\/\[\M{\
T 2.10. \2 410, W 6.10
-104

Abb.V.8 Querkomponente der Strdmungsgeschwindigkeit in der
Deckschicht beli So.

Stunden. Uber die Temperaturregistrierungen im Bereich der
Sprungschicht ergibt sich flir die 2.Querschwingungsordnung
eine Periode von 2.05 Stunden. (Durch die Positionierung der
MeRstation So in der Mitte des Uberlinger Sees ist die Stro-
mungsregistrierung ohne Information lUber die 2.Querschwin-
gungsordnung und die Temperaturregistrierung ohne Information
iber die 1.0rdnung). Eine Zusammenfassung von Ergebnissen des
Abschnitts V.2 und eine Gegeniiberstellung mit Beobachtungs-
werten ist in Tabelle V.5 durchgefilhrt.

Tabelle V.5 Ergebnisse der verschiedenen Modelle aus Ab-
schnitt V.2 im Vergleich mit Beobachtungswerten bei
So. Perioden in Stunden,

- - - Beobachtungen
he-2om he-21m he-22m H=H(y) l bei So
4,195 k.101 §,o012 b.105 b,12
2.152 2.101 2.053 2.166 ‘k 2.05

Unter den Vorbehalten der erwdhnten Willkiir bei der Wahl der
Parameter €, h, und B liefe sich eine gute Ubereinstimmung
der Modellrechnungen mit den Beobachtungswerten bei So fest=
stellen. Betrachtet man weiterhin das Verhidltnis von U/V, das
Verhiltnis der Strdmungsgeschwindigkeit in Lings- bzw. Quer-—
richtung, so impliziert das Modell eines unehdlich-langen~Ka¥ E
nals ein Verh#ltnis U/V = 1/l entsprechend f/w . In Abb.V.9 *
ist e1n Ausschnitt der Beobachtangsreihe (slehe Abb V 8)" uf~
gezexgt bei dem die Quer~ baw. L&nsskampﬁn - Skrémang
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bereinigt wurde von windbedingten Anteilen. Es ist zwar die
Phasenverschiebung von 90° zwischen Quer- und Lingskomponente
zu ersehen, aber man erkennt auch, daB sich die gemessenen

Werte nicht in dem MaRe (wie 1 zu 4) voneinander unterscheiden,

Abb.V.3 Hochpassgefilterte Quer- bzw. Lingskomponente der
Strdmung in 6.0 m Tiefe bei So.

wie dies vom Modell eines unendlich langen Kanals gefordert
wird. Dies wird durch Abb.V.1lo verdeutlicht, wo die Stromel-
lipsen fiir drei Perioden konstruiert sind.

V A Cm/sec
- .6
Abb.V.10 Stromellipsen bel So.
U R
l. - .. .
»® .... .I L ] -
e o, . * °
- .. L * .
= e .- [ ]
- ® e .
» ) 1 "o. -
U " <o
/sec ": 1 '. .
= . 0.
L L 2
z e. o
* o« (33
.' ° . o
i '.'v! ®
u om ..-.n."
Die Giltigkeit eines Modells fir o =y
den Uberlinger See als unendlich
langer Kanal wiirde allerdings bein-

halten. daB bei S1 (siehe Abb.V.6) kein Unterschied zu den fir
> . .
So berechneten Ergebnissen auftritt. Die MeBergebnisse bei S1

lassen sich nicht damit in Einklang bringen (siehe dazu Ab-
schnitt V.3).
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V.4 Die internen Querschwingungen des Uberlinger Sees bei Be~
riicksichtigung von Effekten, die vom Ende des Sees ausgehen

Die eben erwdhnten Unstimmigkeiten zwischen den Ergeb-
nissen des Kanal-Modells und den Beobachtungsergebnissen der
Bodensee~-Expedition 1972, lassen es angebracht erscheinen, von
den Vereinfachungen eines unendlich langen Kanals abzugehen,
das heiBt, Verdnderlichkeiten in lLingsrichtung in Betracht zu
ziehen. Dies beinhaltet eine realistische Erfassung der Ufer-
linie und der Bodentopographie auch in Iidngsrichtung und ins-
besondere die Beriicksichtigung des abschliefenden Randes am
Ende des ffberlinger Sees. Abb.V.11 zeigt, wie weit mit einem
Gitter mit 250 m Gitterweite die Approximation der Uferlinie
moglich ist.

,-4/-\\/—»“-—\
i%;hu
S L1 L] ] \&g L :—/ =
Abb, V.11 250 m - Gitter iiber dem = f‘”-\
s ’ N
Uberlinger See., Auf der Hohe
der mit A bzw. B gekennzeich-

neten Linien wird der Uber-
linger See als abgeschlossen
angenommen.,

Nicht unmittelbar erfaBt werden kann der Einflufl der
Wassermassen des griBeren Teiles des Bodensees ostwirts der
Offnung des Uberlinger Sees, des eigentlichen Oberseesg, auf
die Querschwingungen des Uberlinger Sees, da dort die Anzahl
der Gitterpunkte in Querrichtung bei einem derart engen Ab-~
stand der Gitterpunkte und die damit verbundene Dimension
der Matrizen lber die Moglichkeiten des Rechners hinausfiih-
ren wirde,

Die im folgenden dargelegten Ergebnisse von Berechnun-
gen der Querschwingungen eines "Uberlinger Sees", der - mehr
oder weniger willkiirlich festgelegt - als abgeschlossen ange-
sehen wird, zeigen allerdings, daB die Querschwingungen des
Ubterlinger Sees nur wenig beeinfluB8t werden von den angren-
zenden Wassermassen des eigentlichen Obersees. Um abschitzen
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zu konnen, inwieweit die Querschwingungen des Uberlinger Sees
als lokaler ProzeB angesehen werden konnen, wird der AbschluB
des Modellbeckens an verschiedenen Stellen (in Abb.V.11 ge-
kennzeichnet mit A bzw. B) angebracht. Fiir den Frequenzbe-
reich, in dem aufgrund der vorhergehenden Berechnungen des
Kanal-Modells die 1.Querschwingungsordnung vermutet wird, er-
givt sich (abgesehen von den vielen unrealistischen, durch
den AbschluB herbeigefiihrten Lidngsschwingungen des Modellbek-
kens) eine Querschwingung, deren Eigenperiode der Tabelle V.5
zu entnehmen ist,
Tabelle V.5 Eigenperioden (in Stunden) der internen Quer-
schwingungen 1,0rdnung bei verschiedenen Abschliissen
des Uberlinger Sees (siehe dazu Abb.V.12).

abschlieBende Linie ' A ' B

Eigenperiode (h) I 3.952 I 3.931
Aussagekriftiger als diese weitgehend iibereinstimmenden Eigen-
perioden ist der Vergleich der Strukturen der dazu gehdrigen
Eigenvektoren, von denen in Abb.V.12 die jeweiligen Auslenkun-
gen der Grenzfldche zum Zeitpunkt der maximalen Auslenkung

aufgezeigt sind.

Abb.V.12 Auslenkung der Grenzfldche zum Zeitpunkt der
maximalen Auslenkung; (a) fiir den Fall des Abschlusses
des Uberlinger Sees bel A, (v) fiir den Fall des Abschlus-

ses bei B.
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Man erkennt, daB die Querschwingung 1.0rdnung des Uberlinger
Sees ein Phidnomen ist, das sich mit seinen wesentlichen Sig-
nalen auf das Ende des Uberlinger Sees beschridnkt. In Abb.V.13
sind die Stromellipsen der zu Abb,12b gehdrigen Eigenfunktion
iiber dem westlichen Teil des Uberlinger Sees gezeichnet. Wie
schon in den Abb,V.12a,b ist auch hier die lediglich lokale
Bedeutung der internen Querschwingung 1.0rdnung zu erkennen.

~ 0~ -//I\\\\..l e e e o~ o~ - .
~~s vz /77 /0 VNN e - - s e s - -
SNV VNN NNY - o
e s 7 0 000N\ - - o L
T T A L_

Abb.V.13 Stromellipsen im westlichen Teil des Uberlinger Sees.

Dieses Ergebnis steht in guter Ubereinstimmung mit der
Beobachtung, daB in den Stromungsregistrierungen der Station
S1 (siehe Abb,V.6) bei weitem kein so deutliches Signal der
Querschwingung 1.0rdnung auszumachen ist wie bei So (siehe
dazu auch Hollan (1974), S.166)., Das bedeutet fiir die Model-
lierung dieses Phidnomens, daB man den AbschluB des Uberlinger
Sees ohne Verlust an Information schon bei Linie B in AbbL.V. 13
machen kann. Dies eroffnet die Mdglichkeit, bei vertretbarem
Rechenzeitaufwand ein noch feineres Gitter iiber diesen ver-
bleibenden Teil des Uberlinger Sees zu legen, um damit eine
verbesserte Bestimmung der Eigenfrequenzen und der Struktur
der Eigenfunktion der internen Querschwingung 1.0rdnung zu bekom-
men und genauere Aussagen lber die 2.Querschwingungsordnung ma-
chen zu kdnnen (letzteres ist bei dem 250 m - Gitter nur speku-

lativ méglich).
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ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Die Eigenschwingungen eines zweigeschichteten recht-
eckigen (5x1)-Beckens wurden von Rao (1977) fiir den Fall ebe-
nen Bodens berechnet. Dabei macht er Gebrauch von der Még-
lichkeit der Entkopplung von barotroper und barokliner Bewe-
gung, die bei ebenem Boden exakt méglich ist und auf ein
Gleichungssystem fiir die barokline Eigenschwingung fiihrt, das
dquivalent den Gleichungen eines barotropen Einschichten-
Modells ist.

Mit dem hier vorgestellten Verfahren ist es mdglich,
die vollstidndigen (gekoppelten) Gleichungen eines Zweischich-
ten-Modells bei variabler Tiefe der Unterschicht zu ldsen.

Es wird gezeigt, daB bei unebenem Boden der relative Fehler,
der gemacht wird, wenn man dem Aquivalenztiefen-Modell die

aus der mittleren Tiefe abgeleitete (konstante) Aquivalenz-
tiefe zugrunde legt, groBer ist als der Fehler, der entsieht,
wenn men - formal nicht exakt - die Punkt fiir Punkt berechnete
Kquivalenztiefe benutzt,

Am Beispiel des Bodensees werden Berechnungen iiber
Eigenschwingungen eines natiirlichen Wasserbeckens angestellt.
Der EinfluB der Erdrotation auf die Oberflédchen-Seiches des
Bodensees erweist sich als verschwindend klein., Die Untersu-
chungen iiber das prinzipielle Verhalien der internen Eigen-
schwingungen des zweigeschichteten Bodensees gegeniiber einer
Steigerung der Rotationsgeschwindigkeit zeigen, wie sich die
Struktur der einzelnen Schwingungsordnungen mit groBer werden-
dem Coriolisparameter dndert. Dabei hat es den Anschein, als
ob fiir natiirliche Becken ein System von positiven Amphidromien
den stabilen Endzustand jeder Schwingungsordnung darstellt.
Fiir den Bodensee ist es die 11.Schwingungsordnung, die als
niederste Ordnung bei dem in Wirklichkeit gegebenen Coriolis-
parameter eine rechtsdrehende (negative) Amphidromie aufweist.

Die internen Querschwingungen des Uberlinger Sees kann
man mit einer ganzen Reihe von (mehr oder weniger stark ver-
einfachenden) Modellen zu interpretieren versuchen. Die Rech-
nungen, die den Uberlinger See als unendlich langen Kanal mit
ebenem Boden behandeln (und analytisch durchfiihrbar gind), er-

méglichen zwar die Bestimmung der Eigenfrequenzen, doch die
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Struktur der internen Eigenschwingungen ist erst mit dem voll-
stindigen Modell, bei dem die Verdnderlichkeit der Randkonfi-
guration und der Bodentopographie in Lidngsrichtung beriicksich-~
tigt werden kann, zu ermitteln,

Die bis hierher vorgestellten Berechnungen von Eigen-
schwingungen abgeschlossener Becken wurden fiir konstanten Corio-
lisparameter (f=fo=const) durchgefilhrt. Will man Effekte be-
riicksichtigen, die durch die Kriimmung der Erdoberflidche ent-
stehen, so kann man dies erreichen, indem man den Coriolispa=-
rameter f als verdnderlich in y-Richtung annimmt (f=fo+@y).
Sieht man den @-Term als konstant an, so dndern die Ausgangs-
gleichungen der vorliegenden Rechnungen (I.13) ihre Form nur
insofern, als der konstante Coriolisparameter f=f0 ersetzt wird
durch f=fo+@%y. So lauten die Gleichungen filr ein barotropes

Einschichten-Modell
oV +ka\/ +%hv; =0 , (A.1)
Wi + 9.V =0 . (4.2)

Im Fall kinematischer Divergenzfreiheit dndert sich die Xon-
tinuitdtsgleichung (A.2) zu

vV -0 . (A.2a)

Die Approximationen, die in diese Gleichungen (mit f=f°+@°y)
eingehen, werden bei Rhines (1969) diskutiert. Gleichung (4.2a)
erlaubt die Einfiihrung einer TransportfunktionV¥, derart de8
Va kxVY ist. Bildet man die Rotation von (A.1), so erhilt man
die Vorticity-Gleichung

wv (T:‘V“V)‘l- V(‘,,f;)'kXV‘P‘O . (A.3)

AnBer in der Ndhe des Aquators sind die Effekte, die durch
variable Wassertiefe hervorgerufen werden, im 2,Term der Glei-
chung (A.3) Dbedeutend wichtiger als im 1.Term. Daraus ersieht
man unmittelbar die dynamische Aquivalenz, die zwischen der
Variation des Coriolisparameters mit der Breite (dem(S-Effekt)
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und Variationen der Bodentopographie bei konstantem f besteht,

Das bedeutet z.B., daB Ergebnisse, die auf der b-Ebene gewonnen

werden, ohne weiteres iibertragen werden kdnnen auf Fidlle mit
konstantem f, denen ein linearer
Gradient der Wassertiefe in y-

(@) ?j,jyﬁiéagsgiiﬁ;EEQQ;:; Richtung zugrunde liegt. Damit
:,:i;ﬂﬂﬁffﬁzﬁﬁﬁggqsﬁkk:: ist einleuchtend, daB eine Anwen-
:j;k:%?&ﬂf;??iﬁgﬁﬂ;kkjﬁ: dung des in der vorliegenden Ar-
: q:ﬁﬁgihizzgﬂ{}éﬁé:g:ﬁ beit beschriebenen Verfahrens zur

R R Lssung der primitiven Gleichun-

gen (I.13) auf Vorgidnge auf der

(b 3;;§§§§3i3;535§i§55 ®-Ebene moglich ist. Die Bildfol-
i5????§:5§3;ﬁf?7§§5ﬁ:‘ ge A.1a - A.1d, die in zeitlicher
fiﬁk?f~fﬂhﬁh£Q-QQ$§:;: Abfolge von Achteln der Periode
ﬂ:Q:giﬁéﬁkﬁ%QEébeﬁfﬂ die Strémungsverteilung der 1.
R AN LI Eigenschwingungsordnung eines

(2x1)-Rechtecks auf der }3-Ebene

(©) ‘?55523§;5§;ﬁ2§§g$;?{-3 zeigt, lieBe sich also einem
iﬂﬁfﬁfﬁiﬁéﬁ{%?§whb?iiqi ~ bestimmten Fall einer Eigen-
jiﬁﬂ:':ﬂﬂﬂ:&&;}:%ﬁfﬁt x: schwingung eines (2x1)-Beckens
jtﬁ:ﬁ;;XHﬁﬁﬁ{;Eéfﬁ:Q:.: mit in Querrichtung geneigtem
R Boden auf der f-Ebene zuordnen,

Untersuchungen iiber den

) }??iﬁ;u5i%2§§€{ii?§5:* EinfluB eines "mittelatlantischen
.}:’,h}ﬁ;%j{}}}}?k{:h:: Riickens" auf die Eigenschwingun-
:ﬁ:'ﬂ:ﬁ;%{f:jb%ﬁﬁﬁ:jﬂﬂz gen (basin modes) eines Beckens
Q:i ﬁﬁhé\Eééﬁ;ﬁfgzl'ka mit den Dimensionen des Nord-
QE;Q%J{{{%%jjfﬁfﬁ:Q{f' atlantiks werden zur Zeit durch-

geftihrt und beweisen die Brauch-
barkeit des vorgestellten Verfah-

Abb.A.1  Stromungsvertel- rens bei derartigen Problemen,
lung der 1.Eigenschwin-

gungsordnung eines
(2x1)-Rechtecke auf der
@-Ebene, jeweils um 1/8
der Periode zeitversetzt,

Ein Blick auf die Gleichun-
cen, die fir Wellen in einer din-
nen Wasserschicht auf der Oberfl&-
che einer Kugel gelten (siehe z.B.
Krauss (1973),5.156), zeigt, da8
die Struktur der Koeffizientenmatrix des Systems der Differen-

zengleichungen des Eigenwertproblems sich fiir den Pall sphidri-

scher Koordinaten nicht &éndert, lediglich einige weitere Koef-
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fizienten miissen von Gitterpunkt zu Gitterpunkt als verdnderlich
angesehen werden.

So 148t sich zusammenfassend sagen, daB in der vorliegen-
den Arbeit ein mathematisch duBerst einfaches Verfahren vorge-
stellt wird, das es ermdglicht, die Eigenfrequenzen und Eigen-
vektoren von abgeschlossenen, mehrfach geschichteten Wasserbek-
ken mit beliebiger Berandung und variabler Tiefe der untersten
Schicht zu bestimmen, Die horizontalen Abmessungen des Wasser-
beckens konnen die eines Sees (f-Ebene) oder die von Randmeeren
oder Teilen des Ozeans (B-Ebene oder Kugeloberfliche) sein. Das
Hauptaugenmerk der hier dargestellten Berechnungen liegt auf
den Eigenschwingungen zweigeschichteter Seen, insbesondere des
Bodensees bzw. des Uberlinger Sees.
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