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Aus dem Institut {tir Meereskunde der Universitit Kiel

Eine Diskussion der BerTaLANFFY-Funktionen und ihre
Anwendung zur Charakterisierung des Wachstums von Fischen

Von KurT HOHENDORF

Zusammenfassung: In der vorliegenden Arbeit werden die beiden Funktionen v.BERTALANFFYS
fir das Langenwachstum und fiir das Gewichtswachstum ausliihrlich diskutiert und eine Reihe ihrer
Eigenschaften abgeleitet. Diese Beziehungen und die mathematische Bedeutung der Parameter t,
K und Leo bzw. Weo erméglichen ihre biologisch sinnvolle Interpretation. Es sind spezifische Wachs-
tumsparameter, die sich zur Charakterisierung verschiedener Wachstumstypen eignen. Ferner wird
die Ubercinstimmung von BERTALANFFYs Langenlunktion mit dem linearen Wachstumsgesetz von
IForp fiir beliebige Zeitintervalle bewiesen. Durch die Verwendung dieser linearen Beziehung als
Rekursionsformel fiir die BERTALANFFY-Iunktionen kann ein einfaches und leicht anwendbares
Verfahren zur exakten Bestimmung der Parameterwerte und der Wachstumswerte aul rein rechne-
rischem Wege angegeben werden. Mit dieser Methode wurden die Wachstumskurven einiger IMisch-
arten berechnet und die BErTaLANrFYschen Wachstumsparameter zum Vergleich und zur Charak-
terisierung ihres Wachstums herangezogen. Untersucht und diskutiert wurde das Langenwachstum
von Ostsee- und Nordsee-Steinbutt, Island-Heilbutt, Sprott der Kieler Bucht, Ostseelachs, Roter
Thun und Aal sowic das Gewichtswachstum des Nordsee-Steinbutt, des Ostseelachses und des
Roten Thun.

A discussion of the BERTALANFFY-functions and their application on the charakterisation of
the growth of fish (Summary): In thisstudy both functions of v.BERTALANFFY describing the growth
ol length and of weight are discussed in detail, and a number of their characteristics are derived.
These relations and the mathematical significance of the parameters t;, I{ and Leo or Weo enable
us to discuss their biological interpretation. They are specific growth-parameters which are usefull
for the characterisation of different types ol growth. Iurther the conformity between BERTALANFFYS
length-equation and the linear growth-law of I'orp for any time intervals are proved. By using this
linear relation as a recursion formula for the calculation of the BERTALANFFY-functions we get a
simple and practicable method for the determination of the exact values of the parameters and ol the
growth curve on a purely arithmetic basis. The growth rates ol some species of {ish have been calculated
by using this method. Their BERTALANFFY growth-parameters were used for the characterisation and
comparison ol their growth-types. Growth of length was investigated and discussed on Turbot of the
Baltic and of the North-Sea, Halibut of Islandic waters, Sprat of Kiel Bay, Baltic Salmon, Red Tunny
and FEel, growth ol weight on Turbot, Baltic Salmon and Red Tunny.

A. Einleitung

In den vergangenen Jahren ist wiederholt daraufl hingewiesen worden, daf3 sich die
beiden von v. BERTALANFFY (1934,1938) entwickelten Funktionen zur Beschreibung des
Langen- und Gewichtswachstums zwar recht gut eignen, ihre mathematische Hand-
habung und Anwendung aber kompliziert und umstandlich sei (HEmPEL und Sanr-
HAGE 1961, BuckMmaNN 1963, KrUGER 1964, 1965). Bereits BuverTon & Hort (1956)
geben ein relativ einfaches graphisches Verfahren zur Bestimmung der Parameter in
den BerTALANFFY-Formeln an, das auf einer Methode der linearen Darstellung des
Liangenwachstums beruht. Jedes zeichnerische Losungsverfahren hat aber den Nachteil,
dafB die erhaltenen Werte nicht immier exakt und reproduzierbar sind. Das gilt in diesem
Fall in besonderem Mafle fiir die Endwerte Loo bzw. Woo. Diese graphische Methode
erfordert auBerdem die moglichst genaue Festlegung von zwei Regressionsgeraden, zu
deren Berechnung die zweimalige Anwendung des Prinzips der kleinsten Fehlerquadrat-
summe mit einem nicht unerheblichen Rechenaufivand notwendig ist. In dieser Arbeit
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wird gezeigt, dafl die Bestimmung der Wachstumsparameter und der Lingen- bzw.
Gewichtswerte nach den BERTALANFFY-Formeln exakter und weniger aufwendig auf
rein rechnerischem Wege erfolgen kann. Es wird dazu ebenfalls das von BEVErTON &
Hort angewandte Prinzip zugrundegelegt, wobei aber kaum mehr als die Hélfte der
dort notwendigen Rechenarbeit erforderlich ist. Die Berechnungsmethode ist so einfach
und iibersichtlich angelegt, dal3 es jedem Biologen moglich sein sollte, mit Hilfe einer
Tischrechenmaschine und einer Logarithmen- bzw. Funktionstafel (z. B. RoTTMANN
1959) die Parameter und Wachstumskurven nach v. BERTALANFFY exakt zu bestimmen.
Keines der bisher fiir die bekannten Wachstumsfunktionen mit drei oder mehr Para-
metern (GompeErRTZ 1825, RoBERTSON 1923, PEARL und REED 1923, Broby 1945,
KRUGER 1965) angegebenen Verfahren zur exakten Parameterbestimmung und Berech-
nung der Wachstumswerte ist in seiner Handhabung so einfach und bequem wie dieses
fiir die BERTALANFFY-Formeln. Zur Erlduterung dieser Methode und zur Interpretation
der BErTALANFFYschen Parameter wird das Wachstum einiger Fischarten untersucht,
diskutiert und miteinander verglichen.

Neben der ausgezeichneten Eignung der BERTALANFry-Funktionen fiir reine Wachs-
tumsuntersuchungen an Fischen hat die Formel fiir das Gewichtswachstum noch eine
weitere grof3e Bedeutung in der Fischereibiologie, ndmlich bei der Aufstellung popu-
lationsdynamischer Modelle und fiir bestandskundliche Berechnungen. Zu ihrem bes-
seren Verstandnis sollen die Funktionen daher zunichst etwas ausfiihrlicher diskutiert
und einige ihrer Eigenschaften abgeleitet werden.

Herrn Prof. Dr. R. Kiéndler bin ich fir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir die
Uberlassung und Beschaffung von Daten-Material sehr zu Dank verpflichtet.

B. Diskussion der BERTALANFFY-Funktionen und Interpretation ihrer Parameter

l. Lingenwachstum

v. BERTALANFFYs Formel fiir das Langenwachstum lautet in der Form von BEVERTON
& Hovrt (1956):

Li = Lo (1 — e~ K (t—1a)) (1

Diese Funktion enthilt als unabhingige Variable das Alter t (meist in Jahren), als
abhingige Verdnderliche die Liange Lt und die 3 Parameter Ly, K und to. Die geo-
metrische Form der zu diesem Funktionstyp gehorigen Kurven kann man leicht aus
dem Verlauf der e-Funktion durch je eine Spiegelung an den beiden Koordinaten-
achsen und eine Translation um den Wert 4 1 in der Ordinatenrichtung herleiten.
Es handelt sich um eine nicht genau im Koordinatennullpunkt beginnende, kontinu-
ierlich mit abnehmender Geschwindigkeit (Steigung) wachsende Kurve, die sich asymp-
totisch einem Maximalwert Lo, annihert (vgl. Abb. I).

Deutung der Parameter:

a) Aus Gleichung (1) folgt fiir t = to: Liy = 0. Der Zeitpunkt to ist also der Anfangs-
punkt der Wachstumskurve. Da to im allgemeinen negativ ist und damit vor der Geburt
(t = 0) liegt, wére dieser Zeitpunkt als Beginn des Wachstums {iberhaupt zu bezeichnen,
d. h. entweder als die Zeit von der Befruchtung oder sogar vom Beginn der Eireifung
bis zur Geburt. Entsprechend der Bezeichnungsweise von KRUGER (1962) kénnte man
daher to das ,,praenatale Alter nennen. Eine biologische Deutung in diesem Sinne ist
vorldufig aber noch problematisch, da fiir eine Interpretation von to als Beginn der
Eireifung noch eingehende Untersuchungen iiber deren Dauer notwendig sind. Auller-
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dem sind auch positive Werte fiir to berechnet worden. In diesem Falle ist to als rein
rechnerische HilfsgroB3e zu betrachten, die ausschlief3lich der moglichst guten Anpassung
des berechneten Kurvenverlaufs an die empirischen Wachstumswerte der ersten Jahr-
gidnge dient.

Der Parameter to 1483t sich gleichwertig auch durch einen anderen Parameter ersetzen.
Fir t = 0 erhdlt man nidmlich aus (1):

Lo = Lo (1 —eK b)),

Hieraus folgt Ly -ef % = L, — Lo. Wenn man Gleichung (1) folgendermaBen
schreibt,

Lt=Lw—Lm'CI\"u'e_I"(,

und den eben erhaltenen Ausdruck fiir L, - €% % in diese Gleichung einsetzt, bekommt
man die von v. BERTALANFFY urspriinglich angegebene Form seiner Lingenwachstums-
funktion:

T i L) == 11 (1a)

Der Parameter Lo wiére dann sinngemifl als ,,Geburtslinge® zu deuten. Bei den
Fischen ist das die Linge des soeben aus dem Ei geschliipften Stadiums. Wie sich spiter
herausstellen wird, hat auch dieser Parameter ebenso wie to zunichst nur theoretische
Bedeutung, da die ermittelten Werte fiir Lo im allgemeinen wesentlich hcher als die
tatsdchlichen Geburtslingen liegen. Aus diesem Grunde ist schon wiederholt darauf
hingewiesen worden, daB3 nicht mit denselben Parametern sowohl das Larvalwachstum
als auch das der adulten Tiere zufriedenstellend beschrieben werden kann. Das trifft
im Prinzip aber fiir alle Wachstumsfunktionen zu. Zur eindeutigen Kliarung der bio-
logischen Bedeutung der Parameter to bzw. Lo sind daher umfangreiche und genaue
Untersuchungen iiber das Wachstum der Larval- und Jugendstadien erforderlich.

b) Aus den Gleichungen (1) bzw. (la) folgt fiir t — co: Li— Lq; d. h. mit fort-
schreitendem Alter nihert sich das Wachstum einem Maximalwert. Lo, wird daher
als ,,Endlidnge®, genauer ,,mittlere Endldnge, der untersuchten Population bezeichnet.
Noch besser ist vielleicht der Ausdruck ,,physiologisch mogliche Endlinge®. Eine
biologische Deutung dieses Parameters ist durchaus sinnvoll und von praktischem
Nutzen. Speziell das Wachstum der Fische kommt ndmlich nicht zum vélligen Stillstand,
wie beispielsweise das des Menschen, wenn er ,erwachsen ist, sondern dauert mit
asymptotisch abnehmender Wachstumsgeschwindigkeit stindig an. Wenn viele der
errechneten EndgroBen auch wesentlich hoher als die tatsichlich gemessenen Maximal-
werte von Fischen sind, so liegen die meisten dieser Werte jedoch in der richtigen
GroBenordnung, wie sie durchaus in der Natur anzutreffen sind.

c) Fir die Deutung des Parameters K ist zunidchst wichtig, welche Dimension er

. . [ 1 . . .

besitzt. Diese mul3 Zeiy | SEIM da der Ausdruck (t — to) im Exponenten der e-Funktion
€1

aus Gleichung (1) eine Zeitdimension ist, die Exponenten von Exponentialfunktionen
aber dimensionslos sind?).

1 1
1) Da K die Dimension [Zcit}hal’ kénnte man auch statt K den Parameter T' = K mit der Di-

mension [Zeit] cinfiihren, so daf} die Funktion (1) folgende Form erhilt:
"
L = Leo - (l—e T ) (1b)
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1 1
An der Stelle t —to = & bzw. t=K + to, ist die erreichte Linge Lt =

Lo (1 —2) = 0,63 - L. Nach der Zeit IE (von to an gerechnet) hat der Organismus
also 639%, seiner physiologisch méglichen Endlinge, d. h. etwa seine 2/;-Linge erreicht!).
Wie schnell dies geschieht, hingt allein von dem Wert von K ab. Je gréBler K ist, um
so friiher ist der Organismus zu seiner 2/,-GréBe herangewachsen, d. h. um so schnell-
wiichsiger ist er. Daraus folgt, da3 K ein MaB fiir die relative Wachstumsgeschwindigkeit
ist, relativ in Bezug auf die mégliche Endlange Lq?). Diese Interpretation von K wird
durch drei weitere Eigenschaften der BerTALANFFY-Funktion, die spéter abgeleitet
werden, noch bestitigt.

Eindeutig bewiesen werden kann die Bedeutung von K als ein ,,Parameter der
Wachstumsgeschwindigkeit* aber bereits an dieser Stelle durch die 1. Ableitung der
Wachstumsfunktion (1) :

, dL
L =dt—_—l<-Lc°-c—K(t—to) (2)
Setzen wir in diese Gleichung fiir e— K (t—ts =~ ! (folgt aus (1)) ein, so er-
o]
halten wir als Formel fiir die Geschwindigkeit des Langenwachstums:
d L
Lt’ = »d;t~ = I{ . (Loo - Lt) (2 a)

Hieraus ist ersichtlich, da3 K eine ,,Geschwindigkeitskonstante‘ ist, von deren Grél3e
die Wachstumsgeschwindigkeit direkt abhangt. Als Funktion der Linge Lt stellt Glei-
chung (2a) eine Gerade dar, deren Steigung den Wert K hat (vgl. Abb. 1a). Fur t = to
erhdlt man aus (2) bzw. (2a) den Wert Lio’ = K - L. Das ist die Steigung der Tan-
gente im Ursprungspunkt der Wachstumskurve, fiir deren genaue Zeichnung diese
Tangente eine grof3e Hilfe sein kann.

Aus (2a) erhilt man folgende Formel fur die spezifische Wachstumsgeschwindigkeit
des Langenwachstums, die ebenfalls vom Parameter K abhingig ist:

L dL 1 L
—=—'—=I<' m—
L dt Lt (Lt ]) (2b)

1) Eine andere Mdglichkeit wire, diesen Parameter als Halbwertzeit T zu definieren, daB also
nach der Zeit T nicht %/; der méglichen Endlinge sondern die Hilfte des Endwerts erreicht ist.

it 1 —c 1 c
D. h. fiir t—ty; = T muBl dann gelten: Leo - <l—e T :ELoo —e =g-e = 2.

_th B ek
Lt=LCX)' 1—2 T = Loo' 1—e T (IC)

Diese Formel hat aber den Nachteil, daB3 die Exponentialfunktion 2—> im allgemeinen nicht tabelliert
vorliegt und die Berechnung iiber e—x durch den Faktor In 2 im Exponenten etwas umstandlicher
wird.

Damit wird:

2) Man kann mit demselben Verfahren auch berechnen, in welchem Alter der Organismus jeden
beliebigen anderen Prozentsatz seiner moglichen Endlinge erlangt. Beispiel: Wann hat er 90%, von
Loo erreicht?

In dem Fall ist: 1—e— K(t—1) — 0,90 5 e Xt~ — 10,00 = 0,10 > K (t — t;) = 2,30 »

2,30 + tg.

tgoaln S K
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2. Beziehung zu dem Wachstumsgesetz von Forp und WALFORD.

Forp (1933) fand bei Wachstumsuntersuchungen am Hering, dal man eine lineare
Funktion erhilt, wenn man in einem Koordinatensystem die Linge aufeinanderfolgender
Jahre gegeneinander auftriagt (d. h. Ly + 1 gegen Li):

Lty1=a-+ b-Lt (3)

Das ist die Gleichung einer Geraden mit dem Ordinatenabschnitt a und der Stei-
gung b. Unabhingig von Forp gelangte spdater WALFORD (1946) zu derselben linearen
Beziehung, die er mit Erfolg auf das Wachstum verschiedener Fischarten anwandte.

Die Behauptung fiir die Giiltigkeit dieser linearen Beziehung kann noch erweitert
werden: Man braucht nicht unbedingt Jahresunterschiede fiur die Lingenmessungen,
sondern es geniigen dafiir beliebige, aber gleiche Zeitabstinde, also z. B. Halbjahres-
oder Monatsintervalle. Fiir diese Art der Darstellung ist auch eine absolute Altersbe-
stimmung am Anfang nicht erforderlich, benétigt werden lediglich Lingenmessungen
in gleichen Zeitabstinden. In allgemeiner Form lautet dann Gleichung (3):

Litt=a+ b L (3a)

Es kann nun gezeigt werden, dal} die Wachstumsformel von Forp mit der BErTA-
LANFFY-Funktion (1) des Lingenwachstums identisch ist. Zunichst sollen die Beziehun-
gen, die dann natiwrlich zwischen den Konstanten a und b der Formel (3a) einerseits
und den Parametern L, I und to der BErRTALANFFY-Funktion andererseits bestehen
miissen, abgeleitet werden. Dazu dient eine kleine Wertetabelle fiir bestimmte Li-Werte,
ermittelt nach der BERTALANFFY-Gleichung (1):

t Lt berechnet nach (1)
ty Ly, =0
ty + © Liy,+1 = Leo:(l—e—K.T)
ty+21 Lt; +21t = Leo (l—e—2K.T)

Aus Formel (3a) erhdlt man nun:
a) Fi.ll‘t=tuZLlu|,T=a—|—b‘Lta
Mit den Werten aus der Wertetabelle ergibt sich hieraus:
Lo (l—e X% =a+b-0

Daraus folgt: a=Le (Il —eXT) =L 4. S (4)
und fir v =11 a=ILg-(l—e X) =1L, , (4a)
b) Fi.‘ll'tztﬂ—l"'f:Lla_{_zT:a‘I—b’L(o_{_T

oder Lm (1_6—21\'-7) — Lm. (l _e—l\'-‘l’) + b'Loo' (l_e—l\'.‘r)

Nach der Formel (a2 —b?) = (a 4+ b) (a — b) wird (I —e=2K:%) =
— (l _|_ e—l(~'r) (1 _C—l(.'r).

Damit kann man die letzte Gleichung durch den Faktor L, (1 —e— K *7)

divicieren und erhalt: l4+eKT=1+4+b
oder: b= KT (5)
und fiir T = 1: b =e—K (5a)
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Im Folgenden kénnen wir nun den Beweis fiir die Ubereinstimmung der Formeln (1)
und (3a) allgemein fithren, der den Spezialfall - = 1 enthilt:

Voraussetzung: Li= Le - (Il —e Kit—t)) (1)
Behauptung: Dann gilt fiir alle t und :
Lt+1 =a-+ b L
mita = Ly (I —e X7
und b = e~ K7
Beweis: Die rechte Seite der behaupteten Gleichung (3a) wird:
a4 b-Li=Le-(l—e KTy foe— KT Lo« (1 — e K(t—t)

= Loo. (1 _C—K-‘r+ e~ KT __e—K.T ., e—I((t—t,,))

=L (I —e Kt+r—th) =1L, q.ca-

Speziell gilt fiir t = | Formel (3):
Lt+1=Loo'(1_e_K)+C_K‘LQ (6)

Dagegen ist die Ableitung der BERTALANFFY-Funktionen bzw. die Beweisfithrung fur
die Ubereinstimmung der Wachstumsgesetze von FORD/WALFORD und v. BERTALANFFY,
die BuckmanN (1938, 1963) gegeben hat, nicht einwandfrei. Sie trifft nur zu fiir einen
Spezialfall dieser Funktion, nimlich wenn in der Bezeichnung von Buckmann (1963,
p- 67 und 68) b = 1 und to = 0, d. h. aber auch Lo = 0, sind (richtig wird es mit dem
Ansatz L ; statt L)).

Das Wachstumsgesetz von Forp kann als Rekursionsformel der BErRTALANFFY-Funk-
tion aufgefa3t werden. Sie gibt die Moglichkeit, auf eine relativ einfache Weise die
BeErTALANFFYschen Wachstumsparameter aus den Konstanten a und b zu berechnen
(vgl. BEveErTON & HoLrt 1956). Da Formel (3) eine lineare Funktion mit nur zwei
Konstanten darstellt, lassen letztere sich sehr einfach bestimmen. Das Verfahren zur
Berechnung der Konstanten und Parameter wird im nidchsten Abschnitt behandelt.
AuBerdem bietet das Forn/WaLForD-Gesetz den Vorteil, simtliche exakten Wachs-
tumswerte fiir jede Jahresklasse t ganz einfach und bequem rekursiv zu berechnen,
wenn man auller den Konstanten a und b einen Ausgangswert genau kennt.

Aus der Rekursionsformel (6) lassen sich drei weitere Eigenschaften der BERTALANFFy-
Funktion ableiten, die die Bedeutung des Parameters K niher charakterisieren.

(a) Aus (6) folgt: Lt y ;= Leo— Lo €K+ Ltr e X =Ly (Lo —Lt) e~ K

@Lw—Lt+1:(Lw—'Lt)‘C_K (7)
Das heif3t: Der Differenzbetrag zwischen dem Endwert Lo, und der erreichten Linge
ist stets ein konstanter Prozentsatz dieser Differenz ein Jahr zuvor, nimlich e~ K,

Oder: Das Verhiltnis aus den Differenzen zwischen moglicher Endlinge und erreichter
Linge zweier aufeinanderfolgender Jahre ist konstant:

Loo_Lt-uz

Lo — Lt

e~ K = b = const. (7a)

e~ Kist also ein MaB fiir die Geschwindigkeit, mit der die physiologisch mégliche End-
grofle angendhert wird.
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(b) Der Zuwachs pro Jahr (L, ;. ; — L) ist stets derselbe Bruchteil der Differenzlinge
zwischen Endwert und erreichter Linge im vergangenen Jahr; denn aus (6) folgt durch
Subtraktion von Ly:

Liyi—Li=Le- (1 —e K) 4 e K.Li—L
= Liyt—Li= (Le—L) (I —e ¥) (8)

Oder: Der Quotient aus jihrlicher Wachstumsrate und dem Fehlbetrag am mdéglichen
Endwert zu Beginn dieses Zuwachses ist konstant:

Lt+1_—Lt

Lo—L — 1 — e X = const. (8a)

Man kann den Wert (1 — e~ K) als relative Wachstumsverminderung beim Annéhern
der méglichen EndgréBe bezeichnen.
(c) Das Verhiltnis der Zuwachsraten zweier aufeinanderfolgender Jahre ist konstant.
Aus (8) folgt ndmlich durch Quotientenbildung:
Lit2—Liy, (Loo— Ly 1) (1 —eK) Loo— Lt 41

Liyi—Li (Le—L) (I—e ¥ = Lo — L

und weiter aus (7a):

Liy2—Lig, ©

— 4~ = ¢ K =Db = const. 9

Lt 41— Lt ( )

Oder: Der Lingenzuwachs pro Jahr ist stets der gleiche Prozentsatz der vorherigen
Zuwachsrate:

Lip1—Li= (Le—Li_y) -e K (9a)

Diese Eigenschaft hatten auch Forp (1933), WacLer (1936) und WaLrForD (1946)
empirisch fiir das Wachstum einiger Fischarten festgestellt und als Ausgangspunkt fiir
die Aufstellung ihrer Wachstumsformel genommen. Die Bruchteile bzw. Prozentsitze
e~ X und (1 — e X) dieser 3 Eigenschaften sind allein abhingig von dem Wert der
Konstanten K. Dieser Parameter charakterisiert hier jeweils die Geschwindigkeitsab-
nahme bzw. die Wachstumsminderung des Lingenwachstums. Die jihrlichen Zu-
wachsraten bzw. Wachstumsminderungsraten werden relativ zu den vorjihrigen
Wachstumsraten durch K gekennzeichnet. Damit ist nochmals gezeigt, dafl K ein Mal3
fir die relative Wachstumsgeschwindigkeit in der BERTALANFFY-Funktion ist. Eine
dhnliche Interpretation geben auch BEvErRTON& HoLT (1957) dem Parameter K durch
den Ausdruck ,intrinsic development rate‘, der vielleicht mit ,,artspezifische Entwick-
lungsrate iibersetzt werden kann. Der Hinweis auf das Wachstumsgeschwindigkeitsmal3
als Charakteristikum von K wird meiner Ansicht nach aber der Bedeutung dieses
Parameters noch mehr gerecht und gibt auBerdem fiir den praktischen Gebrauch zur
Kennzeichnung des Wachstums von Organismen eine bessere Vorstellung von dieser
GroBle. Im Hinblick auf die Anwendung der BErTALANFFY-Funktion und ihrer Para-
meter {ir Wachstumsuntersuchungen sind auch die Ausdriicke ,,Abbau-Konstante*’
oder ,,Abbaukoeffizient’’, englisch ,,parameter of catabolism‘‘, die HEMPEL und SAHR-
HAGE (1961) angeben, zur Charakterisierung des Wachstums nicht sehr gut geeignet, da
diese Begriffe weder die mef3bare Zuwachsrate noch die Wachstumsgeschwindigkeit
anschaulich beinhalten. In welcher Weise die Wachstumsabnahme mit der Gréf3e von
K zusammenhingt, kann man Tabelle 1 entnehmen, die fiir einige Werte von K die
Verminderungsraten e~ ¥ = b und (1 — e—¥) der drei Eigenschaften enthiilt.
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Tabelle 1

Wertetabelle fiir die Verminderungsraten des Wachstums b=e—% und
(I—e~K) in Abhédngigkeit vom Parameter K

K b=e¢K 1—c—K K } b =e—K 1—e—K
| |

0,00 5 5 & 5 % i 1,00 0 0,90 . . . . . . 0,41 0,59
0,05 . . . . . . 0,95 0,05 N 0,95 we: v s 0,39 0,61
810 & x m @ dw o 0,904 0,09, 1,00 wioa & v % s | 0,37 0,63
05, % 5 % & @ 0,86 0,14 1,00 iy it @ ¢ 0,33 0,67
0,20 # ¥ 5 & & 3 0,82 0,18 120" & 5. o = 3 ‘ 0,30 0,70
0,25 & b » w o oo 0,78 0,22 L3 0] cerms ah ol 0,27 0,73
0,301 &; 5 @ o % 0,74 0,26 1540 cayeas a0 & 5 & | 0,25 0,75
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3. Gewichtswachstum
Die Formel v. BERTALANFFYs fiir das Gewichtswachstum lautet:

Wi = Wy« (1 —e™Kt—t))3 (10)

Sie leitet sich von der Funktion fiir das Langenwachstum ab unter der Voraussetzung,
daB das Wachstum der Organismen isometrisch und unter gleichbleibendem spezifischen
Gewicht erfolgt. Dann gilt ndmlich zwischen der Koérperlinge Lt und dem Gewicht Wt
die Bezichung Wy = q - Li3, ¢ = Lingen-Gewichts-Koeffizient.

Die Wachstumsfunktion fiir das Gewicht enthilt analog der Lingenformel die drei
Parameter Wq,, I und to. Statt to kann man auch hier wieder den Parameter Wo =
W, - (I — €K %)3 einfithren, mit dem Gleichung (10) folgende Form bekommt:

Wi = [Woolla B (Vvool/3 = Wol/‘) e— K- t] 3

Die Interpretation der Parameter kann entsprechend wie fiir die Funktion des Lén-

genwachstums mit den gleichen Einschrinkungen tibernommen werden. Danach be-

deutet also:
W = ,,physiologisch mogliches Endgewicht

K = ,,Maf fiir die relative Wachstumsgeschwindigkeit
(,,Geschwindigkeitsparameter)

to = ,,praenatales Alter

Wo = ,,Geburtsgewicht‘

Fir K kann die Parameterdeutung nur sinngemif3 und nicht wortlich iibernommen

1 1
werden. Zum Zeitpunkt t = K —+ to oder nach der Zeit (von to an gerechnet) hat

K
der Organismus ndamlich nicht 2/, sondern erst etwa !/, seines moglichen Endgewichts
erreicht.

1 Rt
Denn fiir t — to = K wird: Wi = W, - <1 ——) = Wy 0,632% ~ 0,25 W,

(&
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Fiir die Kubikwurzeln der Gewichte erhdlt man genau die glciche Funktion wie fir
das Lingenwachstum:

3 3
]/\M _ ]/Ww (1 — e Kt —t)) (10b)
Ganz analog lautet daher mit den dritten Wurzeln der Gewichte die Rekursions-

formel flir das Gewichtswachstum

3 3
YWeir =a+b-yw, (11)
mit folgenden Beziehungen zwischen den Konstanten a und b und den BERTALANKFY-
Parametern:

3
a= ]/cho (l—e 1)

b=e K
Damit erhilt Gleichung (11) die Form:
3 3 3
]/\’Vz+1 — ]/Wm (I —eK) 4 e K- ]/V\’z (11a)

Mit Hilfe von Formel (11a) kann man die 3 Eigenschaften (7), (8) und (9), die fiir
die Langenwachstumsfunktion gelten, entsprechend auch fiir die Kubikwurzeln des
Gewichts ableiten. Und ebenso kann man, die lineare Rekursionsformel (11) zugrunde
legend, die einfache Methode zur Berechnung der Parameter tibernehmen, wobei man
allerdings nicht von den Gewichtswerten selbst sondern von deren Kubikwurzeln auszu-
gehen hat. Und schlieB3lich ist auch wieder das einfache und bequeme Verfahren zur
exakten Berechnung der Gewichtswerte der BeErRTALANFFY-Funktion nach der Rekur-
sionsformel (11) anwendbar, wenn man die Konstanten a und b und aullerdem einen
Gewichtswert fiir ein bestimmtes Alter genau bestimmt hat.

Geometrische Form der Gewichtskurve

Der Typ der zu der Funktion (10) gehorigen Wachstumskurve ist eine Sigmoidkurve.
Sie hat ihren Ursprung nicht genau im Koordinatennullpunkt sondern bei dem Wert to,
der meist negativ ist, und besitzt einen Wendepunkt im Anfangsteil des Kurvenverlaufs,
der als Umschlagszeitpunkt zwischen dem exponentiell ansteigenden und sich verlang-
samenden Gewichtswachstum zu deuten ist. Mit abnehmender Wachstumsgeschwindig-
keit nidhert sich dann die Gewichtskurve asymptotisch dem Maximalwert Wy, (vgl.
Abb. 2).

Zur Ermittlung der Formel fiir die Wachstumsgeschwindigkeit des Gewichts nach
der BERTALANFFY-Funktion bendtigen wir die 1. Abteilung von Gleichung (10).

7
W = d W = 3K Wy (Il —e—Kl—t))2. e—K(t—1t) (12)
dt

Die Exponentialausdriicke in dieser Gleichung kénnen mit Hilfc von Formel (10b)
ersetzt werden, so dal3 wir lolgende Geschwindigkeitsfunktion des Gewichtswachstums

erhalten:
dw Wy \'e
W = = 3K W —1 1
YT A ' [(wl> } (12a)

Man erkennt aus dieser Gleichung, dafl K auch der ,,Geschwindigkeitsparameter<
des Gewichtswachstums ist. Diese Geschwindigkeitsfunktion ist nicht linear, sie wichst
kontinuierlich vom Wert Null (fiir t = to) bis zu einem Maximum an, um dann bei
Annidherung an W, wieder auf Null abzufallen (vgl. Abb. 2a). Das Maximum der Wachs-
tumsgeschwindigkeit wird im Wendepunkt der Gewichtskurve erreicht. Die Formel fiir
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die spezifische Wachstumsgeschwindigkeit des Gewichts 148t sich leicht aus (12a) ab-

leiten:
Wy  dW 1 Weo\s |
= —-—.— =3K-[| ) —1 12b
w=aew, =) ) (20

Zur Bestimmung der Koordinaten des Wendepunkts (tw, Wy) benétigen wir noch
die 2. Ableitung der Funktion (10):

W = 3K2 Wy, e Klt—tal . (] —e— K(t—t) . (] — 3 e—Kit—t) (13)
Die Bedingung Wt = 0 fiir den Wendepunkt ergibt:
] —3 e Kit—=tg) = 0K (t—to) =1In3
Damit erhélt man folgende Koordinaten fiir den Wendepunkt:

3 b ind W = w12V 0,206 W ~ LW
tw = i{ o — K o und w = oo —3 = U, CO"'§ co*

Die Wendepunkthohe liegt also generell bei 0,296 -+ W, d. h. wenn der Organismus
1
etwagseines moglichen Endgewichts erlangt hat. Der Zeitpunkt {iur diesen Wende-

punkt ist dagegen abhingig von dem Wert fiir K: je groBer K ist, je groBer also die
Wachstumsgeschwindigkeit, um so frither ist dieser Umschlagszeitpunkt des Gewichts-
wachstums erreicht.

Zur bequemeren Konstruktion der berechneten Gewichtswachstumskurve kann man
als Hilfe noch die Lage der Wendetangente bestimmen. Sie hat die Steigung W' =

4
- K+ We.
9

C. Verfahren zur Berechnung der Parameter und der Wachstumsywerte

1. Bestimmung der Konstanten a und b

Im vorigen Abschnitt wurde darauf hingewiesen, dal man die BERTALANFFyYschen
Wachstumsparameter aus den Konstanten a und b der linearen Rekursionsformeln (3)
fir die Liange bzw. (11) fir das Gewicht berechnen kann, wenn man ein geeignetes
Verfahren zur Bestimmung von a und b hat. Da es sich bei den Rekursionsformeln um
lineare Beziehungen handelt, soll hier zur Konstantenbestimmung die {ibliche Methode
angewandt werden, die Gerade so durch die empirischen MeBwerte zu legen, dal3 die
Summe der quadratischen Abweichungen zum Minimum wird. Bei diesem Prinzip
werden alle MeBdaten im gleichen Malle berticksichtigt. Dieses ist nicht das einzig
mogliche Verfahren zur Konstantenberechnung, man kénnte auch eine andere Methode
benutzen.

Wenn man von der Geradengleichung y = a + b - x und m MeBpunkten ausgeht,
durch die die beste Gerade nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadratsumme gelegt
werden soll, mul} folgende Forderung erfiillt werden:

m
F(a,b) = ) [yi— (a+ b-x]* = Minimum.
i=1
Das ist eine Funktion von a und b, deren partielle Ableitungen Null gesetzt werden
miissen. Daraus erhilt man schlieBlich die beiden Bestimmungsgleichungen fiir a und b.
Da man nach der Rekursionsformel Ly ; ; = a + b - Lt bei n empirischen Langenwerten
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nur n — | verschiedene Gleichungen erhilt, ist m = n — 1. Damit lauten die Be-
stimmungsgleichungen fiir die Konstanten a und b:

n—1 n—1 n—1
(n—1)- E Lt'Lt+1—E L- E L4,
b — = 1 t=1 t=1
== n—1 = 2
(n—1) - L2 — Lt
tgl t =1 - (14)
n—1 n—1
D Legi—be ) L
= t=1 o=
n—1

Weil die Rekursionsformel (11) fiir BErRTALANFFYs Gewichtsfunktion nicht die Gewichts-
werte selbst, sondern ihre dritten Wurzeln enthilt, mull man in diesem Fall von den
3 3

Kubikwurzeln der Gewichte ausgehen. Setzt man ndmlich ]/VVt = Yrund l/VVm = M53
so erhilt Gleichung (10b) die Form

Yt — Ym P (I — e K (t-—la))
und die Rekursionsformel (11) die Form
Yy =a-+ b Yy

Wenn man nun Lt durch Yt und L; ;| durch Y, 4 ; ersetzt, hat man mit (14) auch
die Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten a und b des Gewichtswachstums.

2. Berechnung der BeErTALANFFYschen Wachstumsparameter

Aus den berechneten Werten fiir die Konstanten a und b kann man die Wachstums-
parameter der BERTALANFFY-Funktionen bestimmen.

a) Fiir das Lingenwachstum erhilt man aus (4a) und (5a) folgende Bestimmungs-
gleichungen fiir die Parameter K und Le:
K= —Inb

a a

. - (15)
BB e

Zur Bestimmung des Parameters to bringt man die Funktion (1) auf die Gestalt
Li= Lo — L e~ K(t—%) und formt sie mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus in
eine lineare Funktion um:

In(Lee—Lt) =InLy + K-to—K - t
Hieraus folgt die Bestimmungsgleichung fiir den Parameter to:

In (Lee— L)) —InLyo + K-t
K

R

Man kann mit dieser Formel unter Verwendung der bereits bestimmten Parameter K
und L, fiir jedes Wertepaar t, Lt einen Wert fiir to berechnen. Zur Beriicksichtigung
von m MeBwerten mul3 man die Summe von | bis m iiber die rechte Seite der Gleichung
bilden und diese wieder durch m dividieren. Dann erhélt man fiir to:
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m m

Y, In(Le—L)—m-InLe+K- ) t
t=1 — ==
m - I

to =

Da = %(m + 1) ist, bekommt die endgiiltige Bestimmungsformel fiir to die

i

1M =

t
Gestalt:

m
Ifm Y} In (Le—L) —InLe

t=1

to = sl (15)

b) Die Bestimmungsgleichungen fiir die BERTALANFFYschen Parameter des Gewichts-
wachstums lauten analog, wenn man statt Li bzw. L, die Kubikwurzeln des Gewichts
schreibt:

K=—Inb
HWeo = Yoo = —2— > Weo = Y
m - - 16
Ym N In (YWe —YWi) —In’YWo -
b o 0 m + l_
b K 2

Durch die drei Parameter Ly, (bzw. W), K und to wird eine Wachstumskurve
eindeutig bestimmt. Wihrend durch den Maximalwert Ly, bzw. W, die asymptotisch
angendherte Hohe der Kurve festgelegt wird, entscheidet der Parameter der Wachs-
tumsgeschwindigkeit K tiber ihre Steilheit bzw. Kriimmung. Durch diese beiden Para-
meterwerte ist die Form der Wachstumskurve bereits véllig fixiert. Sie kann jetzt nur
noch in der Abszissenrichtung nach links oder rechts verschoben werden. Endgiiltig
festgelegt wird sie schlieBlich durch den Parameter to, der den Ursprungspunkt der
Kurve markiert. Es ist zweifellos von Vorteil und ratsam, moglichst viele aber nicht
unbedingt simtliche Wertepaare (t, Lt) zur Berechnung eines zuverldssigen mittleren
to-Wertes zu berticksichtigen. Da dieser Parameter vor allem dazu dienen soll, die
Anpassung der berechneten Wachstumskurve an die empirischen Werte der ersten
Jahrginge vorzunehmen, und aulerdem der natiirliche Logarithmus fiir Werte <1
rasch gegen — oo strebt, schlage ich vor, bei der Anwendung der Berechnungsformel
(15a) fiir to diejenigen Li-Werte unberiicksichtigt zu lassen, fiir die die Differenz
(Lo —Lt) < 0,1 - L, d. h. geringer als 10%, des Maximalwertes ist.

3. Verfahren zur Berechnung der Wachstumswerte der BERTALANFFY-Funk-
tionen

Die Berechnung der exakten BErRTALANFFYschen Lingen- und Gewichtswerte erfolgt
mittels der Rekursionsformeln der beiden Wachstumsfunktionen: Man bendétigt hierzu
1. die Konstanten a und b und 2. einen exakten Wachstumswert, beispielsweise L;, der
aus den Wachstumsparametern Lo, K und to nach der BERTALANFFY-Formel (1) auf
folgende Art berechnet wird:
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Man bestimmt fiir t = 1 den Exponenten der e-Funktion x = K (t — to), schlagt
dann in der Funktionstafel fiir e=* den Wert e~ X! —t) nach, bildet die Differenz
(I —e~R0—) und erhdlt durch Multiplikation mit L den Wert fir L, =
Ly (I — e~ K=t} Falls zufillig to = @ sein sollte, eriibrigt sich auch diese
kleine Rechnung, dann ist namlich L, = a.

Mit diesem exakten Wert flr L; und den Konstanten a und b kann man nun mit
Hilfe der Rekursionsformel fiir das Langenwachstum L{ 4, = a -+ b L, siamtliche
weiteren Lingenwerte rekursiv berechnen, jeweils durch Multiplikation der zuvor er-
mittelten Liange mit b und durch Addition von a.

Ganz entsprechend verfahrt man bei der Berechnung des Gewichtswachstums, wobei
die Rechnungen allerdings nach Gleichung (11) mit den Kubikwurzeln durchgefiihrt

werden miissen, so dafl man zur Gewinnung der Gewichtswerte noch die Kuben zu
bilden hat.

4. Ein Beispiel:

Zur Erldauterung des gesamten Berechnungsverfahrens soll nun ein Beispiel in allen
Einzelheiten ausgefiihrt werden. Ausganspunkt ist eine Wachstumstabelle aus empirisch
gefundenen MeBdaten, die fiir eine Reithe von Altersgruppen moglichst gut gesicherte
mittlere Langen- bzw. Gewichtswerte einer bestimmten Art oder Rasse enthilt:

Tabelle 2
Das Liangenwachstum der Minnchen des Steinbutts Scophthalmus maximus
in der Ostsee (Oderbank). Empirische Durchschnittswerte in cm. An-
zahl der Altersgruppen n = 9. (Nach KANDLER 1944, zitiert bei MEenct 1963)

Alter t [Jahre] . . . . . . 1 2 3 '+ 5) 6 7 8 9

Liange Lt [em] . . . 10,6 1955 19,7 | 23,5 | 25,5 | 27 { 28,7 | 29,8 | 30,4

Nach einem bestimmten Berechnungsschema (vgl. Tabelle 3) wird dann wie folgt ver-
fahren:

a) Bestimmung der Konstanten a und b:

Fir die Bestimmungsgleichungen (14) benétigen wir zunédchst die Produkte Ly * Ly 4 4
je zweier aufeinanderfolgender Lingenwerte (Spalte 3) und die Quadrate L der
Liangenwerte von 1 bis n — | (Spalte 4). Dann werden der Reihe nach folgende Summen
gebildet:

n—1 n—1 n—1 n—1

A=) L, B= Y, Ligas €= Y, La-Lyyy, D= Y, L&,

t=1 =1 t=1 t=1

A ist die Summe der Spalte (2) vom ersten bis vorletzten Glied und B die Summe vom
zweiten bis letzten Glied derselben Spalte. C ist die Summe von Spalte (3) und D von
Spalte (4).

Mit diesen Ausdriicken erhalten die Bestimmungsgleichungen (14) fiir a und b
folgende Gestalt:

b— (n—1)-C—A-B
T =D =A? l

i (14a)
a= (B—b-A) l
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Tabelle 3
Berechnungsschema zur Bestimmung der Konstanten a und b und der
BerTALANFFYschen Wachstumsparameter Loy, K und to aus empirischen
Durchschnittswerten. Liangenwachstumder 3gdes Ostsee-Steinbutts,n=09.

(1) (2) G | @ (3) (6) (7) (8) (9)
. Fehler
Alter t | Linge Ly In H Linge
. Lt - Li+1 L2 Loo — Lt (Loo—Lt) L
Jahre | beob. (cm) | ber. (cm) Diff. DY,
1 10,6 loe30 112,36 22,70 3,1224 11,01 0,41 3,7
2 15,5 30535 240,25 17,80  2,8792 16,18 0,68 4,2
3 19,7 Y6205 388,00 13,60  2,6101 20,15 0,45 2,2
4 23,5 1050y 352,25 9,80  2,2824 2320 —0,30 —13
5 25,5 J06 3y 650,25 7,80  2,0541 25,54 0,04 0,2
6 27,7 Tovon 767,20 5,60  1,7228 27,34 —0,36 —1,3
7 28,7 a0 823,69 4,60 1,5261 28,72 0,02 0,1
8 29,8 oy 55804 3,50 11,2528 29,78  —0,02 @ —0,1
9 30,4 905,9 (2,90) T 30,60 0,20 0,7
A=181,0 4794,37 |4422,22 | 17,4499
s B = 20023 - C -D ’ g ” S5 =£2,39%

A+ B = 36344,80; A? = 32761,00

Damit berechnen sich b und a wie folgt:
8-4794,37 — 36344,80  2010,16
8- 4422,22 —32761,00  2616,76

a = 1/, (200,8 — 0,7682 - 181,0) = /461,756 = 7,7195

b= = 0,7682

b) Bestimmung der Parameter K, Lo und to:

Nach den Bestimmungsgleichungen (15) fiir K und Ly, lassen diese sich leicht aus a
und b berechnen:

K = —Inb = 0,2637
a 7,7195
_ — LI 3339
Lo =75 ga313 = 3> om

Die Berechnung des Parameters to erfolgt nach der Gleichung (15a). Dazu miissen
wir in dem Berechnungsschema (vgl. Tabelle 3) erst die Differenzen (Lo, — Lt) fiir
jede Altersgruppe bilden (Spalte 5) und fiur diese Werte dann den natiirlichen Loga-
rithmus In (Lo, — Lt) nachschlagen (Spalte 6). Nach den Ausfithrungen in Abschnitt
C 2 werden zur Berechnung von to diejenigen Li-Werte nicht berticksichtigt, fir die
die Differenz (Lo, — Lt) geringer als 10% des Maximalwertes Lo ist. In diesem
Beispiel fillt also ein Wert weg (unterhalb der gestrichelten Linie in Spalte 5), so daf3
fur die Bestimmung von to 8 Werte iibrigbleiben (m = 8). Von den Logarithmen wird
die Summe E gebildet, die anschlieBend durch 8 dividiert wird. Nachdem aufler-
dem noch der natiirliche Logarithmus fiir L, bestimmt worden ist (In 33,30 = 3,5056),
errechnet sich to wie folgt:

I/m-E—InLy, = m+4 I 14+ 17,4499 — 3,5056

= — g * 02637

T + 4,5
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— 1,3244
to = 0,2637 + 4,5 = _0,5224—

Es empfiehlt sich, alle Rechnungen mit grofler Genauigkeit durchzufiithren, méglichst
mit 4 Stellen nach dem Komma, da sonst insbesondere die Werte [iir Ly, und to starker
abweichen konnen. Dagegen ist fiir die weiteren Berechnungen mit der BERTALANFFY-
Formel die Angabe der dritten Stelle in den Wachstumsparametern véllig ausreichend.
Fiir das Langenwachstum der Miannchen des Ostsee-Steinbutts lautet also die BErRTA-
LANFFY-Funktion:

Lt = 33,30 « (1 — e— 02064 it + 0,522))

c) Berechnung der exakten BERTALANFFYschen Wachstumswerte:
Zunichst berechnen wir den Wert L, fiir das Alter t = | aus der eben angegebenen
BERTALANFFY-Funktion selbst. Dazu bestimmen wir der Reihe nach:

K- (1 —to) = 0,401; e~ %% = 0,6694; L, = 33,30 - (1 — 0,6694) = 11,01 cm
Samtliche weiteren Lingenwerte konnen nun ganz einfach und bequem mit der

Rekursionsformel (3) genau berechnet werden. Diese Formel lautet mit den fir die
Mainnchen des Ostsee-Steinbutts bestimmten Konstanten a und b:

Ly 4 1= 7,720 + 0,768 - L,

Hiermit kénnen nun die zum Vergleich mit den beobachteten Daten der Spaite (2)
und fir die Zeichnung der Wachstumskurve benéstigten Liangenwerte berechnet werden
(Spalte 7). Die graphische Darstellung des durchgerechneten Steinbutt-Beispiels zeigt
Abb. 3a.

4. Vergleichsmal
Als VergleichsmaB fiir die Giite der Ubereinstimmung zwischen den beobachteten

MeBwerten (Xt) und den berechneten Erwartungswerten (E¢) soll folgender Ausdruck
eingeftithrt werden:

Legende zu den nebenstehenden Abbildungen (Tafel 1)

Abb. 1:  BerravLanrrys Wachstumskurve fiir die Linge Lt als Funktion des Alters t. Lo = phy-
siologisch mogliche Endlinge; to = Beginn der Wachstumskurve mit der Steigung (Tan-

gente) Lty = K + Leo. Nach der Zeit t = 12 + to hat der Organismus ctwa 2%/, seiner

moglichen Endliange erreicht.

Abb. la: Die Geschwindigkeit des Lingenwachstums der BerTALANrryschen Wachstumsfunktion
in Abhingigkeit von der Linge Lt (vgl. Gleichung 2a: L't = K+ (Lo — Lt )).

Abb. 2:  BertaLANrrys Wachstumskurve [r das Gewicht Wt als Funktion des Alters t. Weo = phy-
siologisch mégliches Endgewicht; to = Urspungspunkt der Kurve. Koordinaten des Wen-

depunktes (tw = 11’5 + to, Ww = 0,296 - Weo). Anstieg der Wendetangente: W'w =

4lg K+ Weo. Nach der Zeit t = Il( + to bat der Organismus etwa !/, seines méglichen

Endgevwichtes erreicht.
Abb. 2a: Die Geschwindigkeit des Gewichtswachstums der BErTaLanrryschen Wachstumsfunktion
Woo\!
in Abhéngigkeit vom Gewicht W¢ (vgl. Gleichung 12a: W't = 3 K - Wy [(-\\,‘:j /3—1 ])
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= 1

n—2 n—2

Sp = l

sp kann als eine Standardabweichung der prozentualen Differenzen zwischen den
berechneten und beobachteten Werten, als ein mittlerer prozentualer Fehler aufgefal3t
werden. Durch (n — 2) wird dividiert, weil durch die Berechnung der beiden Konstanten
a und b zwei Freiheitsgrade verlorengehen. Der Wert von sp kann auch als Vergleichs-
maf fiir die Beurteilung verschiedener Wachstumsfunktionen herangezogen werden.

D. Vergleich der BERTALANFFY-Parameter und Wachstumskurven fiir einige
Fischarten

In diesem Kapitel wird nach demselben Schema das Léngen- und Gewichtswachstum
einiger weiterer Fischarten untersucht. Diese Beispiele sollen einmal zeigen, daf3 sich
die beiden Funktionen ausgezeichnet zur Darstellung des Fischwachstums eignen, zum
anderen, in welcher Weise verschiedene Wachstumstypen unter den Fischen durch die
BerTALANFFYschen Parameter charakterisiert werden.

Selbstverstandlich ist die Anwendung jed er Wachstumsfunktion abhingig von dem
Umfang des Materials, der Zuverlissigkeit der Altersbestimmungen und der Lingen-
bzw. Gewichtsmessungen. Und so giinstig die Fische als Objekt fiir derartige Unter-
suchungen durch die Moglichkeit der Altersbestimmung mit Hilfe der Otolithen oder
der Schuppen sind, ergeben sich dafiir andere grundsitzliche Schwierigkeiten, insbe-
sondere bei den Gewichtsbestimmungen. So ist das Gewicht abhingig von der Grole
der Gonaden, also vom Reifezustand der Fische. Dieser Faktor kann zum Teil dadurch
kompensiert werden, daB3 die Materialsammlung fir Wachstumsuntersuchungen an
einer bestimmten Fischpopulation stets zur gleichen Jahreszeit im selben Gebiet erfolgt.
Hiermit wird gleichzeitig eine andere Fehlerquelle weitgehend ausgeschaltet, die daraus
resultieren kann, dafl das Wachstum einer Art nicht gleichméBig im ganzen Jahr statt-
findet, sondern in jahreszeitlichen Schiiben voranschreitet. Am ginstigsten fur die
Probenentnahme ist unter diesem Aspekt der Zeitraum in der Nihe des Beginns der
Wachstumsperiode einer Art (vgl. hierzu BockmManN 1929). Ferner sind Wégungen an
Bord eines Schiffes, wo die fischereibiologische Aufarbeitung des Materials im allgemeinen
erfolgt, tiberhaupt schwierig, und ihre MeBgenauigkeit hangt vom Seegang ab.

Zunichst soll das Langenwachstum des Steinbutts (Scophthalmus maximus) noch weiter
analysiert werden, und zwar getrennt nach Geschlechtern sowie fiir zwei verschiedene
Verbreitungsareale, die Ostsee und die Nordsee. Nachdem die Werte fir die Mannchen
des Ostsee-Steinbutts im vorigen Abschnitt berechnet worden sind (vgl. Tabelle 3), stellt
Tabelle 4 die nach demselben Verfahren bestimmten Wachstumswerte und Parameter
fior die Weibchen des Ostsee-Steinbutts und Tabelle 5 die entsprechenden Werte fiir
die beiden Geschlechter des Nordsee-Steinbutts dar.

Legende zu den nebenstehenden Abbildungen (Tafel 2)

Abb. 3: Das Lingenwachstum der Minnchen und Weibchen des Steinbutts (Scophthalmus maximus)
in der Ostsee, n = 9 bzw. 10. (Vgl. Tab. 3 und 4).

Abb. 4: Das Lingenwachstum der Miannchen und Weibchen des Steinbutts in der Nordsee, n = 15.
(Vgl. Tabelle 5).
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Tabelle 4

Das Langenwachstum der Weibchen des Ostsee-Steinbutts (Oderbank-
Gebiet), n = 10. (Nach empirischen Durchschnittswerten von IKANDLER

1944, zitiert bei Menct 1963).

Alter t Linge in cm | I"ehler
Jahre beob. | ber. | Diff.
1 10,6 10,92 0,32
2 16,6 17,62 1,12
3 21,8 23,13 1,33
o 28,8 27,66 — 1,14
5 32,0 31,39 — 0,61
6 35,0 34,45 — 0,55
7 36,6 36,97 0,37
8 38,8 39,04 0,24
9 41,0 40,74 — 0,26
10 41,9 42,14 0,24

D %

2,9
6,4
5,8
—]
—1,9
—1,6
1,0
0,6
— 0,6
0,6

Berechnete Parameter

a = 8,648
b = 0,8218
1 = 8,65 + 0,822 - Lt

Loo = 48,53 cm
K = 0,196
t, = — 0,299

sp = =+ 3,68%

Die finr die vier verschiedenen Steinbutt-Gruppen berechneten Wachstumskurven
sind auf Tafel 2 graphisch dargestellt (Abb. 3 u. 4). Sowohl den Tabellen als auch der
graphischen Darstellung kann man entnehmen, daf3 die mittleren empirischen Langen-

Tabelle 5
Das Langenwachstum der Mannchen und Weibchen des Nordsee-Stein-
butts, n = 15. (Nach empirischen Durchschnittswerten von MenNct 1963)
Miannchen Weibchen
Alter 1 Liange in cm | Fehler Linge in cm \ Fehler
Jahre leob. ber. Diff. DY beob. | her. Diff. DY,
1 |
0,5 8,3 8,32 0,02 0,24 8,3 8,82 ‘ 0,52 5,90
145 18,6 19,07 0,47 2,46 20,2 21,01 0,81 3,86
2,5 26,4 27,28 0,88 3,23 29,6 30,42 0,82 2,70
3,5 34,3 33,56 | —0,74 | —2,21 39,0 | 37,68 | —1,32 | —3,50
4,5 40,1 38,36 | — 1,74 | —4,54 46,2 | 43,28 | —292 | —¢6,75
5,5 42,8 42,02 | —0,78 | — 1,86 47,3 | 47,60 0,30 0,63
6,5 44,5 44,82 0,32 0,71 49,1 50,93 1,83 3,59
7,5 46,9 46,96 0,06 0,13 51,2 53,50 2,30 4,30
8,5 47,8 48,60 0,80 1,65 52,7 5548 | 2,78 5,01
9,5 49,0 49,85 0,85 1,71 548 | 57,00 | 221 3,88
10,5 49,4 50,81 1,41 2,78 57,2 | 58,34 1,14 1,95
11,5 50,2 51,54 1,34 2,60 58,2 59,22 | 1,02 1,72
11255 51,4 52,10 0,70 | 1,34 59,7 | 59,90 | —o0,20 | —0,33
13,5 52,9 52,52 | — 0,38 0,72 61,0 60,42 | —0,58 | — 0,96
14,5 53,5 52,85 | — 0,35 | — 0,66 62,2 60,82 | —1,38 | —2,27
|
a = 12,700 a = 14,200
b = 0,7642 b = 0,7715
Li+1= 12,71 4 0,764 - Ly Lt+ 1= 14,21 + 0,772 - Lt
Lo = 53,88cm Lo = 62,17 cm
K = 0,2690 SD = + 2,00%, K = 0,2594 sp = + 3,92%
1, = — 0,124 1, = — 0,090
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werte fir den Ostsee- und den Nordsee-Steinbutt sehr gut durch die BERTALANFFY-
Funktion angenzhert werden. Das unterschiedliche Wachstum der beiden Steinbutt-
Populationen wird in charakteristischer Weise durch die berechneten Wachstumspara-
meter gekennzeichnet (vgl. Tabelle 6).

Die bekannte Tatsache, daf3 die Weibchen durchschnittlich von gréerem Wuchs
sind als die Méannchen, zeigt sich in den unterschiedlichen Endlingen der beiden Ge-
schlechter. Aulerdem driickt sich der GréBenunterschied zwischen den Nordsee- und
Ostseeformen ebenfalls deutlich in den wesentlich héheren mittleren Endldngen der
Nordseetiere aus. Die berechneten Endwerte fiir den Nordsee-Steinbutt liegen aber
weit unter den in der Natur anzutreffenden Maximalldngen, wihrend der Ostsee-
Steinbutt im Oderbank-Gebiet tatsichlich kaum gréf3ere Maximalwerte als die berech-
neten erreicht. Dagegen ist kein klarer Unterschied in der relativen Wachstumsge-

Tabelle 6

Vergleich der BErTALANFFYschen Wachstumsparameter fiir die Madnnchen
und Weibchen des Steinbutts aus der Ostsee und Nordsee

Population | Geschlecht L K ty
Ostsee . . . 348 ‘ 33,3 cm 0,264 — 0,52
Ostsee ‘ 9 48,5 cm | 0,196 — 0,30
Nordsee . . . ‘ 38 53,9 cm i 0,269 — 0,12
Nordsee . . . | 22 62,2 cm ‘ 0,259 — 0,09

schwindigkeit zwischen den beiden Populationen zu erkennen. Lediglich die Weibchen
des Ostsee-Steinbutts scheinen, relativ zu ihrer physiologisch moglichen Endliange, etwas
langsamwiichsiger zu sein. Die Differenzen der K-Werte konnten jedoch nicht auf
Signifikanz gepriift werden, da hierftr mehr Material erforderlich gewesen wire. Der
Unterschied im Wachstumstypus zwischen den Mannchen und Weibchen der Ostsee-
formen mii3te durch umfangreichere Untersuchungen gesichert werden. Immerhin ist
es bemerkenswert, dafl die Parameterwerte K und Ly, der weiblichen Tiere mit den
von CiEGLEwICZ et al. (1965) bestimmten Werten [iir den Ostsee-Steinbutt vergleichbar
sind (vgl. Tabelle 15).

Obwohl fiir den Parameter to eine biologische Deutung nur schwer méglich ist, so ist
es doch auffillig, daB3 samtliche vier Werte negativ sind, wobei die GréB3enordnung von
einem Monat fir die Nordseepopulation mdéglicherweise als Inkubationszeit zu deuten
wire. Diese Interpretation ist jedoch nur unter Vorbehalt méglich, da to in erster Linie
als Anpassungsparameter der Wachstumskurve an die empirischen Werte der ersten
Altersklassen dienen soll.

An dieser Stelle ist es vielleicht angebracht, eine Definition des Begriffes ,, Wiichsigkeit*¢
bzw. von ,schnellwiichsig® und ,Jlangsamwiichsig® zu geben und in Beziehung zu
BerTALANFFYs Wachstumsparameter, speziell von K, zu setzen. Unter ,,Wiichsigkeit*
soll hier die Wachstumsgeschwindigkeit des Lingen- bzw. Gewichtswachstums von
Organismen verstanden werden. Wenn Tiere ganz unterschiedlicher Gréf3enordnungen
wie z. B. verschieden dimensionierte Fischarten in threm Wachstum miteinander ver-
glichen und durch eine einheitliche Malzahl charakterisiert werden sollen, so kann
darunter nur das relative Wachstum verstanden werden, relativ namlich zu der erreich-
baren mittleren EndgréBe. Ein Fisch ist also um so ,,schnellwiichsiger, je rascher er zu
seiner moéglichen Endliange (Endgewicht) heranwéchst. Dann ist seine Wachstumskurve
sehr stark gekriitmmt, der relative Jahreszuwachs ist in den ersten Jahren sehr grof3, nimmt
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aber fortlaufend schnell ab. Der Parameter K ist nun sowohl ein MaB fur die Kriimmung
der Wachstumskurve und damit fiir die relative Wachstumsgeschwindigkeit als auch fir
den jahrlichen Zuwachs. Durch die Eigenschaft ¢ (vgl. Gleichung 9) kennzeichnet KK
den Jahreszuwachs als konstanten Prozentsatz des vorjihrigen Zuwachses. Der
jahrliche Lingenzuwachs wird ndmlich auch im absoluten Sinne fortlaufend geringer,
diese Verminderungsrate des Wachstums einer Art ist aber ein konstanter Bruchteil
des vorherigen Zuwachses und hingt von K ab (vgl. Tabelle 1). Man kénnte diese
Verlangsamung des Wachstums mit zunehmendem Alter auch als ,,Wachstumshem-
mung‘‘ zur asymptotischen Annidherung an die physiologisch mogliche Endgréf3e inter-
pretieren. Alle diese Ausdriicke sind aber nur Unterbegriffe des Begriffes Wachstums-
geschwindigkeit, so dal3 die Bezeichnung ,,Geschwindigkeits-Parameter** fiir K auch
unabhingig von der theoretischen Ableitung vollauf gerechtfertigt ist. Je kleiner der
Wert von K, um so ,,Jangsamwiichsiger*‘ ist die betreffencde Art, desto flacher verlduft
thre Wachstumskurve und um so spéter erreicht sie ihre mogliche mittlere EndgroQe.

Die nichsten drei Tabellen enthalten Lingenwerte und Wachstumsparameter von drei
Fischarten, die durch ein sehr unterschiedliches Wachstum charakterisiert sind, namlich
das Wachstum des Heilbutts (Hippoglossus hippoglossus) aus dem Island-Areal, cdes Sprotts
(Sprattus sprattus) aus der Kieler Bucht und des Ostseelachses (Salno salar).

Tabelle 7
Das Liangenwachstum des Island-Heilbutts (g8 + 22), n = 19. (Nach
empirischen Daten von ANDERssoN 1954, McINryrRe 1950 und Sicurbpsson &
Fribriksson 1951).

bl Lange in cm Fehler Berechnete Parameter
Jahre beob. ber. Diff. D Y%

1 16,3 13,27 | —3,03 | — 22,8 a = 14,358

2 32,9 26,95 | — 5,95 | — 22,1 b = 0,9487

3 47,1 39,94 | —7,16 | — 17,9 Li41 = 14,36 4 0,049 « Ly
4 59,2 52,26 | — 6,94 | — 13,3 | e e
5 71,7 63,96 | — 7,74 | — 12,1 Loo = 279,88 cm

6 75,5 75,06 — 0,44 — 0,6 K = 0,0527

7 84,0 8?,?9 0,99 1,2 t, = 0,078

8 94,4 95,58 1,18 L
9 104,2 105,07 0,87 0,8 B
10 115,7 114,07 | — 1,63 | — 1.4 D = £10,15%
11 125,0 122,61 | — 2,39 —1,9
12 132,1 130,72 | — 1,38 —1,1
13 135,8 138,41 2,61 1,9
14 142,7 145,71 3,01 2,1
15 143,5 152,64 9,14 6,0

16 154,2 159,22 5,02 3,2
17 160,8 165,46 4,66 2,8
18 170,5 171,38 0,88 5,1
19 179,0 177,00 | — 2,00 1,1

Legende zu den nebenstehenden Abbildungen (Tafel 3)

Abb. 5: Das Liangenwachstum des Heilbutts (Hippoglossus hippoglossus) aus islandischen Gewéssern,
n = 19. (Vgl. Tabelle 7)

Abb. 6: Das Lingenwachstum des Sprott (Sprattus sprattus) aus der Kieler Bucht, n = 4. (Vgl.
Tabelle 8)

Abb. 7: Das Lingenwachstum des Ostseelachses (Salmo salar). Altersangaben in Meer-Jahren, n = 5.
(Vgl. Tabelle 9)
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Aus Tabelle 7 geht hervor, dal3 das Wachstum des isldndischen Heilbutts durch die
BeRTALANFFY-Funktion recht gut wiedergegeben wird, bis auf die ersten 5 Werte. Hierin
zeigt sich die Uneinheitlichkeit des Materials, da ndmlich diese {iinf MeB3daten zu dem
sonst einheitlichen Wertematerial von Sicurpsson & Fripriksson (1951) aus zwei
anderen Quellen hinzugenommen werden mullten, zu dem sie offensichtlich nicht gut
passen, wahrscheinlich weil die Proben zu ganz unterschiedlichen Zeiten und vielleicht
auch in verschiedenen Gebieten genommen wurden. Die typischen Merkmale des
Heilbutt-Wachstums kommen trotzdem zum Ausdruck, vor allem in den Wachstums-
parametern. Eine Korperlinge von 280 cm wie sie {iir die mittlere mogliche Endldnge
L berechnet worden ist, kommt fiir den Heilbutt in der Natur durchaus vor und kann
sogar noch tibertroffen werden. Der Geschwindigkeitsparameter IK ist mit 0,05 duBerst
gering, d. h. der Heilbutt ist im oben ausgefiithrten Sinne ein extrem langsamwiichsiger
Fisch, die Wachstumskurve verlauft sehr flach, nahezu linear (vgl. Abb. 5). Das bedeutet,
dal3 der jahrliche Zuwachs, d. h. die Lingenzunahme pro Zeiteinheit, wihrend der
gesamten Aufwuchsperiode annidhernd gleichbleibt und kaum abnimmt. Der Jahres-
zuwachs betrdgt bei K = 0,05 niamlich 959, der vorjihrigen Zuwachsrate. Wohlge-
merkt, Langsamwiichsigkeit bzw. geringe Wachstumsgeschwindigkeit sind relativ zur
physiologisch moglichen Endgréfle gemeint und haben nichts mit der absoluten Wuchs-
leistung, d. h. der Produktion an Korpersubstanz, zu tun. Diese kann selbstverstdndlich
sehr viel groBBer sein als bei einem ,,schnellwiichsigen® Fisch, wie es das nichste Beispiel
zeigt.

Tabelle 8

Das Lingenwachstum des Sprott (38 + 99%) aus der Kieler Bucht, n = 4.
(Nach unverésffentlichten Originalwerten von ICANDLER)

Alter t ‘ Linge in cm Fehler
) ‘ — Berechnete Parameter
Jahre beob. ber. Diff. | D %
1 9,3 9,37 0,07 1 0,75 a = 9,489
2 12,9 12,87 —0,03 ' —0,23 b = 0,3610
3 13,9 14,14 0,24 1,70 Li41 = 9,49 + 0,361 - L¢
4 14,7 14,59 | — 0,11 | — 0,75 |
Lo = 14,85cm
K = 1,019
tp = + 0,021

SD = + 1,42%

Das Wachstum des Sprott wird durch die BERTALANFFY-Kurve bestens angendhert,
die Abweichungen zwischen den empirischen und den berechneten Werten liegen unter
2%, (vgl. Tabelle 8 und Abb. G). Daraus kann man auf ein zuverlissiges Beobachtungs-
material schlieBen. Im Gegensatz zum Heilbutt ist der Sprott eine extrem schnell-
wiichsige, dafiir aber kurzlebige Art, relativ natiirlich zu seiner moglichen Endliange L,
die mit dem berechneten Wert von 14,9 cm etwas unter beobachtbaren Maximalwerten
von {iber 16 cm liegt. Der Sprott hat bereits nach einem Jahr 60%, und nach 4 Jahren

Legende zu den nebenstehenden Abbildungen (Tafel 4)

Abb. 8: Das Gewichtswachstum des Ostseelachses. Altersangaben in Meer-Jahren, n = 5. (Vgl
Tabelle 10)

Abb. 9: Das Gewichtswachstum der Minnchen des Nordsee-Steinbutts (Scophthalmus maximus),
n = 14. (Vgl. Tabelle 11)
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annihernd seine volle MaximalgroBBe erreicht. Auf diese Tatsache weist auch der unge-
wohnlich hohe K-Wert von 1.02 hin. Die absolute Wuchsleistung liegt dabei natiirlich
bei weitem unter derjenigen des ,,Jangsamwiichsigen‘‘ Heilbutt.

Einen Wachstumstyp, der etwa zwischen diesen beiden Extremen liegt, reprisentiert
der Ostseelachs. In Tabelle 9 ist das Wachstum des Lachses wihrend seines Meeraufent-
haltes angegeben, da der Ubergang vom SiiBwasser zum Meer einen entscheidenden
Einschnitt in der Lebensweise und speziell fiir die Wachstumsbiologie des Lachses
bedeutet. Der Lachs ist wesentlich schnellwiichsiger als der Heilbutt, wichst aber relativ
langsamer als der Sprott. In Bezug auf die Geschwindigkeitskonstante K verkorpert er
mit dem Wert K = 0,29 mehr den Typ des Steinbutt-Wachstums (vgl. Abb. 7). Die
errechnete Endldnge von 156 cm kann als mogliche Maximallinge des Lachses in der
Natur betrachtet werden. Der Wert von — 0,46 Jahren fiir t, kann nicht als Siif3wasser-
zeit gedeutet werden, da diese im allgemeinen zwei oder mehr Jahre betrigt. Dagegen
stimmt die Linge der zweijihrigen Smolts beim Abwandern vom Siilwasser ins Meer
mit der berechneten ,,Geburtslinge Ly = 19 cm in etwa iiberein.

Tabelle 9

Das Lingenwachstum des Ostseelachses. Altersangaben in Meer-Jahren,
n = 5. (Nach empirischen Mittelwerten von JArvi 1938)

Alter t Lange in cm Fehler
) — . Berechnete Parameter
Jahre beob. ber. DifT. D Y
1 53,4 53,39 | — 0,01 | — 0,19 a = 38,961
2 79,6 79,00 = — 0,60 | — 0,76 b = 0,7503
3 97,4 98,21 0,81 0,82 Li+1 = 38,96 + 0,750 . L¢
4 112,6 112,62 0,02 0,18
5 123,6 123,43 | — 0,17 | — 0,14 Leo 156,03 cm
K = 0,2876
1, = — 0,456
sp = + 0,67%

Die drei vollig verschiedenen Wachstumstypen von Heilbutt, Sprott und Lachs
werden durch das Mal} fir die relative Wachstumsgeschwindigkeit, den Parameter K,
sehr gut charakterisiert. Der langsamwiichsige Heilbutt hat einen extrem niedrigen
K-Wert von 0,05 und daher eine fast lineare Wachstumskurve. Der jihrliche Zuwachs
betrigt 959, der vorjihrigen Wachstumsrate, beim Lachs mit einem K-Wert von 0,29
macht diese jahrliche Zuwachsrate etwa 75%, aus und beim schnellwiichsigen Sprott
mit dem extrem hohen K-Wert von 1,02 betridgt dieser Zuwachs nur ca. 369, der
Vorjahrsrate (vgl. Tabelle 1).

Diese drei Wachstumstypen zeigen noch ein anderes Phidnomen sehr schon, das
vielleicht ebenfalls durch den Parameter K gekennzeichnet wird. Mit einer Langsam-
wiichsigkeit, wie sie der Heilbutt zeigt, geht im allgemeinen offenbar eine Langlebigkeit
der betreffenden Art einher, die ebenfalls durch den niedrigen K-Wert angezeigt wird.
Nach 20 Jahren hat der Heilbutt erst 65%, seiner physiologisch moglichen Endlinge
erreicht. Sein maximales Alter wird mit 50—60 Jahren angegeben. Dagegen scheint
Schnellwiichsigkeit mit Kurzlebigkeit verbunden zu sein, charakterisiert durch einen
extrem hohen K-Wert. Der Sprott hat bereits nach 4 Jahren seine physiologisch mogliche
Endgrofle fast erreicht, maximal kann er 5—6 Jahre alt werden. Der in seinem Wachs-
tumstypus dazwischen liegende Lachs erreicht nach 10 Jahren etwa seine mogliche
Endlédnge.
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Nun folgen noch zwei Beispiele fiir die Anwendung von BERTALANFFYs Gewichts-
wachstumsfunktion, die nach dem gleichen, leicht abgewandelten Schema durchge-
rechnet worden sind. Man muf} dabei von den Kubikwurzeln der Gewichte ausgehen
und mit diesen auch alle weiteren Zwischenrechnungen durchfithren. Zunichst sollen
die Wachstumsparameter des Gewichtswachstums mit denen des Lingenwachstums fiir
den Ostseelachs verglichen werden.

Tabelle 10

DasGewichtswachstum des Ostseelachses. Altersangaben in Meer-Jahren,
n = 5. (Nach empirischen Mittelwerten von JArvi 1938)

Alter t Beobachtet Berechnet Fehler Berechnete
. A, ——V3 . .
Jahre |y (ke) Yt:3l/wl Yi W t(k—g)\ t Diff DY, Parameter
1 1,64 1,179 1,133 1,456 | — 0,184 | — 12,6 a = 1,2097
2 5,83 1,800 1,870 6,539 0,709 10,8 b = 0,5829
3 11,30 2,244 2,300 12,167 0,867 7,1 3]/\'\’1 +1=1,21 +
4 16,10 2,535 2,551 16,600 0,500 3,0 U
5 20,30 2,728 2,697 19,610 — 0,690 | —3,5 0,583 - ]/Wt
Weo = 25,230 kg
K = 0,5397
{, = 0,082
sp = -+ 10,76 %

Allgemein gilt fiir die Gewichtsberechnungen nach diesem Verfahren, daf} sie eventuell
mit groBeren Ungenauigkeiten behaftet sein kénnen als die Liangenwerte ; denn mégliche
Fehler in den YWerten vervielfachen sich in den W-Werten mit der dritten Potenz.

Die fiir den Lachs nach BERTALANFFY berechneten Gewichtswerte stimmen recht gut
mit den Beobachtungsdaten tiberein (vgl. Tab. 10), und der Verlauf der Wachstumskurve
gibt ein anschauliches Bild vom Typ des Gewichtswachstums (vgl. Abb. 8). Der Ge-
schwindigkeitsparameter K liegt mit dem Wert 0,54 fir das Gewicht in einer anderen
GroBenordnung als fiir die Lange (KL = 0,29). Daraus kann man nicht unbedingt auf
eine groflere absolute Wachstumsgeschwindigkeit des Gewichts schlielen, da die For-
meln fiir die Wachstumsgeschwindigkeit von Linge und Gewicht unterschiedlich sind
(vgl. Gleichungen (2a) und (12a)!). Dagegen deutet der hohere Ky-Wert aber auf eine
groflere relative Wachstumsgeschwindigkeit des Gewichtes hin. Das errechnete physio-
logisch mogliche Endgewicht von Wy, = 25,2 kg kann in der Natur sogar noch iiber-
troffen werden, liegt aber in der richtigen Groéfenordnung. Wihrend beim Lingen-
wachstum des Lachses zwar nicht der Parameter to, dafiir aber die ,,Geburtsléinge* Lo
eine biologisch sinnvolle Interpretation fand, ist beim Gewichtswachstum mit dem
positiven te-Wert von 0,08 Jahren keine biologische Deutung méglich,

Auflerdem ist noch das Gewichtswachstum der Minnchen des Nordsee-Steinbutts
berechnet worden (vgl. Tab. 11). Trotz des nicht sehr giinstigen Materials wird auch
dieses durch die BERTALANFFYsche Gewichtskurve recht gut représentiert (vgl. Abb. 9).
Durch das errechnete Endgewicht von W, = 3,25 kg, das natiirlich nur einen mitt-
leren Endwert der untersuchten Population darstellt, werden die beobachteten Maximal-
gewichte von angelandetem Steinbutt bei weitem nicht erreicht. Der Wert fiir den
Geschwindigkeitsparameter K liegt mit 0,28 in derselben GroéBenordnung wie fiir das
Léngenwachstum derselben Population (K = 0,26).
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Bei einem Vergleich der K-Werte erkennt man, dal3 Nordsee-Steinbutt und Ostsee-
lachs im Lingenwachstum zwar dhnliche Wuchstypen verkorpern, im Gewichtswachs-
tum dagegen recht unterschiedliche Wachstumsmuster aufweisen, was wegen der ver-
schiedenen Korperformen auch zu erwarten war. Es zeigt sich, dal der Lachs im
Gewicht relativ schnellwiichsiger ist als der Steinbutt.

Tabelle 11
Das Gewichtswachstum der Miannchen des Steinbutt (Scophthalinus maximus)
in der Nordsee, n = 15

(Nach empirischen Werten von MENcI 1963)

Al Gevwicht Fehler
t o Berechne(c Parameter
Jahe "’i’(‘g’- ‘ "lfé' Diff. DY% |
oo
0,5 0,012 | 0,011 | —0,001 | —09,1 a = 0,3562
1,5 0,135 0,145 0,010 6,9 b = 0,7595
2,5 0,386 0,430 | 0,044 10,2 3]/W1+1= 0,356 + 0,760 - 3]/\'\’1
3,5 0,850 \ 0,804 | — 0,046 | —57
s 1350 D201 | 0140 | 124 |
555! 1,650 1,577 | — 0,073 | — 4,6 Woo = 3,249 kg
6,5 1,850 1,907 | 0,057 3,0 K = 0,2751
7,5 2,160 2,187 0,027 1,2 ty = — 0,089
8’5 2’290 2,417 0’127 5’3 ...............................................................
9,5 2,470 2,600 | 0,130 5,0 sp = + 7,13%
10,5 2,530 2,750 0,220 8,0
11,5 2,660 2,863 0,203 7,1
12,5 2,850 2,955 0,105 3,6
13,5 3,110 | 3,024 | —0,086 | — 2,8
14,5 3,210 | 3,074 | —0,136 | — 4,4

Zum Vergleich sind fiir zwei Beispiele die BERTALANFFYschen Parameter und Wachs-
tumswerte nach demselben Prinzip bestimmt worden, fiir die auch die Berechnungen
nach der neuesten Wachstumsformel von KrRUGER (1962) vorliegen. KRUGERs Funktion
lautet in der letzten Schreibweise (1965):

Dmax

1

py 1

dy = —

Darin bedeuten: d, = Dimension (Linge oder Gewicht) im postnatalen Alter %;
£ = additiver Alterswert; D,,,x = asymptotisch erreichbare EndgroBe der relativen
Wachstumskurve; 1g N = Ausdruck fiir die Kurvensteigung.

Als Beispiel ist das Liangen- und Gewichtswachstum des Roten Thun Thunnus thynnus
gewihlt worden. Die Wachstumswerte sind hierbei alle sorgfaltig direkt mit den BERTA-
LanrFryschen Originalfunktionen berechnet worden. Aus Vergleichsgriinden sind die

Legende zu der nebenstehenden Abbildung (Tafel 5)

Abb. 10: Das Langen- und Gewichtswachstum des Roten Thun (Thunnus thynnus), berechnet nach
BeErTALANFFY und von KRUGER 1964, n = 14. (Vgl. Tabelle 12 und 13)
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Tabelle 12

Das Lingenwachstum des Roten Thun (Thunnus thynnus). Vergleich der nach
BERTALANFFY mit den von KrUGER (1964) berechneten Werten; n = 14

(Nach empirischen Daten von SeLLa 1929, zitiert bei KRUGER 1964)

Ak Berechnete Lingen nach BERTALANFFY Berechn. von KRUGER
ter Beob.
t Lange | rekursiv direkt Fehler Linge Fehler
JAE ol cm cm Diff. DY cm Diff. DY
1 64,0 63,73 63,73 = — 0,27 | — 0,42 62,7 =M 1) =2103
2 81,5 82,49 82,49 0,99 1,21 81,7 0,2 0,25
3 97,5 100,44 100,36 2,86 2,93 100,3 2,8 2,87
4 118,0 117,62 117,57 | — 0,43 | — 0,36 118,4 0,4 0,34
5 136,0 134,06 133,99 | —2,01 | — 1,48 135,0 —1,0 | —0,74
6 153,0 149,79 149,71 | —3,29 | — 2,15 151,6 —= 1,4 — 0,91
7 169,0 164,84 164,73 | — 4,27 | — 2,50 166,1 =29 =i 7}
8 182,0 179,24 179,16 | — 2,84 | — 1,56 181,2 —0,8 — 0,44
9 195,0 193,02 192,93 | —2,07 | —1,06 194,4 — 0,6 — 0,31
10 206,0 206,21 206,10 0,10 0,05 206,9 0,9 0,44
11 216,0 218,83 218,70 2,70 1,25 218,6 2,6 1,11
12 2217,0 230,91 230,76 3,76 1,66 229,6 2,6 1,15
13 239,0 242,47 242,38 3,38 1,41 239,9 0,9 0,38
14 254,0 255,53 253,41 | — 0,59 [ —0,23 249,6 —bth gl =373
a = 21,509 Lo = 499,0 cm Lmax = 531 cm
Iy = 10,957 K = 0,044 IgN = 6,588
Lt +1= 21,51 4 0,957 - Lt t, = —2,11 E = 6,1055
| sD = 41,67% sp = 4 1,39%

Liangenwerte aulBlerdem aber auch nach dem angegebenen Verfahren mit Hilfe der
Rekursionsformel Ly 4 ; =a -4 b - Lt ermittelt worden (vgl. Tab. 12, Spalte 3). Die
Unterschiede dieser Werte gegeniiber den einzeln nach BERTALANFFYs Lingenformel (1)
mit Hilfe der tabellierten e-Funktion berechneten Werte (Spalte 4) sind minimal und
koénnen vernachlissigt werden.

Die Anndherung der empirischen Daten erfolgt sowohl durch BERTALANFFYs als auch
durch KRUGERs Wachstumskurve ausgezeichnet (vgl. Abb. 10). Die gute Uberein-
stimmung in der Reprisentation der beobachteten Wachstumswerte durch die beiden
Formeln geht auch aus der Gleichsinnigkeit und der gleichen Gréfenordnung der Ab-
weichungen in beiden Fillen hervor. Diese Feststellung wird durch den Vergleich der
Gewichtsberechnungen bestdtigt (vgl. Tab. 13). Kaum zu vergleichen sind dagegen,
abgesehen vielleicht von den End- bzw. Maximalgréflen, die Wachstumsparameter von
BerTALANFFY und KrUGER. Die Endwerte, insbesondere die Gewichte, liegen fiir beide
Funktionen so ungewdhnlich hoch (nach BERTALANFFY: Ly, = 499 cm, W, = 3383 kg
und nach KRUGER: L.« = 531 cm, Wy = 3314 kg), daB sie in diesem Fall nur
theoretische Bedeutung haben. Der Rote Thun wird keinesfalls linger als 400 cm und
schwerer als 500 kg.

Dagegen besagen die auBlerordentlich niedrigen Werte des BERTALANFFYschen Ge-
schwindigkeitsparameters K (K. = 0,044 und Kw = 0,035), daB3 wir es beim Roten

Legende zu der nebenstehenden Abbildung (Tafel 6)

Abb. 11: Das Langenwachstum des Flul3aals (Anguilla anguilla) aus dem Elbe- Alster- Areal, Weibchen.
Altersangaben in Siil3wassejahren, n = 11. (Vgl. Tabelle 14)
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Thun hinsichtlich seines Wuchstypus mit einem extrem langsamwiichsigen Fisch zu tun
haben. Er ist sogar noch relativ langsamwiichsiger als der Heilbutt. Die anschauliche
Deutung von KrUGERs Parameter Ig N ist nur schwer vorstellbar und daher nicht ohne
weiteres mit den berechneten K-Werten vergleichbar. Der additive Alterswert & liegt
bei KRUGER in einer wesentlich héheren GréBenordnung und ldaBt eine biologische
Deutung noch weniger zu als BERTALANFFYs to-Wert.

Tabelle 13

Das Gewichtswachstum des Roten Thun (7hunnus thynnus). Vergleich der
nach BeErRTALANFFY und von KRUGER berechneten Wachstumswerte; n = 14

(Nach empirischen Daten von SELLA 1929, zitiert bei KRUGER 1964)

Beob | Berechn. nach v. BERTALANFFY Berechn. von KRUGER
Alter t Gewicht | Wt Fehler Wt Fehler
Jethn® | k8 |k Dif. | D% kg Diff. | D%
] 44 433 | =007 ‘ —1,59 | 437 | —0,03 | —0,58
2 9,5 9,16 | — 0,34 | — 3,58 9,14 | —0,36 | — 3,80
3 16 16,36 0,36 2,25 16,48 0,48 2,97
4 25 26,35 1,35 5,40 26,68 1,68 6,72
5 40 38,79 | —1,21 | —3,05 39,89 — 0310 [l ==0:79
6 58 54,26 | —3,74 | —6,45 56,04 —1,96 | —3,39
7 76 | 72,60 | —340 | —4,47 7498 | —1,02 | —1,35
8 95 93,92 | —1,08 | — 1,14 | 96,51 1,51 1,59
9 | 120 118,18 | — 1,82 | — 1,52 | 120,40 0,40 0,33
10 145 145,16 0,16 0,11 | 146,35 1,35 0,93
11 | 170 174,99 | 4,99 2,93 | 173,98 3,08 2,34
12 200 207,06 | 7,06 | 3,53 | 203,23 3,23 1,62
13 235 241,96 6,96 2,96 | 233,65 | —1,35 | — 0,57
14 280 278,64 | — 1,36 ‘ — 0,49 | 265,00 | —14,91 | — 5,33
i s = - 3,88% | D = i 3,20%
a = 0,518 Woo = 3382,8kg Winax = 3313,7 kg
b = 0,9655 ) K = 0,035 lgN = 23,035
YWear = 051840966 W |t = — 2,28 g =7
|

SchlieBllich soll auch noch ein von der normalen Form des Fischwachstums ab-
weichendes Beispiel angefiithrt werden, das sich nicht durch die BERTALANFFY-Funktion
darstellen 14Bt. das Liangenwachstum des Aales Anguilla anguilla. Dagegen ist die Re-
kursionsformel von Forb/WALForD allgemeiner, mit ihrer Hilfe kann man nach dem
angegebenen Bestimmungsverfahren fiir die Konstanten a und b eine recht gute Wachs-
tumskurve fiir das SiiBBwasserleben des Aales berechnen, wenn man von einem geeigneten
Anfangswert ausgeht. Bei dem vorliegenden Datenmaterial gab ein Ausgangswert von
Lo = 5 cm (mittlere Linge der Glasaale beim Ubergang ins SiiBwasser ca. 6 cm) eine
recht gute Anndherung an die empirischen Werte (vgl. Tabelle 14 und Abb. 11). Aus
der Rekursionsformel und dem Kurvenverlauf ist ersichtlich, daB3 der Aal nicht, wie es
fir die Anwendung der BerRTALANFFY-Funktion vorausgesetzt wird, ein allméihlich
abnehmendes und sich asymptotisch einem Endwert zustrebendes Lingenwachstum
besitzt. Sein Wachstum nimmt vielmehr stindig zu, worauf auch der Wert fiir b > 1
hinweist, so daB3 es am besten durch eine Exponentialfunktion der Form Lt = Lo - ef*t
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wiedergegeben wird. Da in dieser Funktion L nicht Null werden kann, ist eine Funktion
der Form Lt = Lo - (2€¥"t— 1) vielleicht noch geeigneter.

Tabelle 14

Das Liangenwachstum der Weibchen des Aals Anguilla anguilla (Elbe-Alster-
Gebiet). Altersangaben in StiBwasser-Jahren, n = 11

(Nach empirischen Mittelwerten von EHRENBAUM und MARUKAWA 1913)

I = : 5 )
Altm.t o | i | Berechnete Konstanten
Jahre | beob. | Der. | Diff. | D%
1 9,0 8,61 | —0,39 | —44 a = 3,188
2 11,8 12,52 0,72 5,8 b = 1,084
3 15,0 16,76 1,76 10,5
4 19,5 21,36 1,86 8,7 Li41= 3,19 4 1,084 - Ly
5 26,0 26,3+ 0,34 M, SN e O ey W0 Sy S
6 33,6 3,74 | —1,86 | —5,9 Sy s et ST500
7 38,2 | 37,60 | —0,60 | — 1,6 K + 570%
8 45,1 4395 | —1,15 | —2,6
9 52,0 50,83 | —1,17 | —2,3
10| 57,5 58,20 | 0,79 1,4
1| 66,7 | 66,38 | —0,32 | —o0,5

AbschlieBend werden in Tabelle 15 die fiir einige Fischarten von mehreren Autoren
bestimmten BERTALANFFyschen Wachstumsparameter zum Vergleich gegeniibergestellt.
Dieser Ubersicht ist zu entnehmen, daB verschiedene Typen des Fischwachstums durch
unterschiedliche Parameterwerte recht gut charakterisiert werden. Auch das zum Teil
differierende Wachstum der Geschlechter wird durch die Wachstumskonstanten
erfaBt und gekennzeichnet. Und ebenso lassen sich auch Populationen oder Rassen
derselben Art mit Hilfe der BERTALANFFY-Parameter auseinanderhalten, sofern typische
Wachstumsunterschiede bestehen.

Besonders bemerkenswert ist schlieB8lich noch die Tatsache, dal3 dieselbe Population
einer Fischart fur das Langen- und Gewichtswachstum keine iibereinstimmenden Werte
der Parameter K und to aufzuweisen braucht. Diese kénnen sogar sehr unterschiedlich
sein, wie das Beispiel des Ostseelachses zeigt. Das ist auch verstindlich, wenn man
bedenkt, dal3 es sich bei den BeErTALANFFY-Formeln fiir das Lingen- und Gewichts-
wachstum um verschiedene Funktionstypen handelt. Man sollte daher nach Méglichkeit
die Parameter aus gut gesicherten empirischen Durchschnittswerten fiir beide Wachs-
tumsarten getrennt berechnen.
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Tabelle 15

Zusammenstellung der BErRTAaLANFFY-Parameter fiir einige Fischarten zur
Charakterisierung ihres Wachstums

(nach verschiedenen Autoren)

Lingenwachstum ' Gewichtswachstum
Species et Ki t W | Ew ty Autor
: cm 1/Zeit Jahre kg | 1/Zeit Jahre

Pluronectes platessa . (68,5) 2,87 ‘ 0,095 | — 0,82 | BEverTON& HoLT 1957
Solea solea . . . . . 3,7 0,42 0,30 (0,48) | Beverton& Hort 1957
Platichthys flesus . . 47,3 0,229 0,50 CIEGLEWICZ et al. 1965
Scophthalmus maximus

@stsee =g g i@ 50,2 0,203 0,33 CIEGLEWICZ et al. 1965

Ostsee 38 . . . 33,3 0,264 — 0,52 Verfasser 1966

Ostsee $9 . . . 48,5 0,196 — 0,30 Verfasser 1966

Nordsee 38 - - 53,9 0,269 —10312 325 || 0275 — 0,09 | Verfasser 1966

Nordsee 22 . . 62,2 0,259 — 0,09 Verfasser 1966
Hippoglossus hippo-

glossus (Island). . 279,9 0,053 0,08 Verfasser 1966
Gadus morrhua . . . 132,0 0,20 0,28 (20,0) BeverTON& HoLt 1957
Melanogrammus

aeglefinus . . . . 53,0 | 0,20 — 1,07 (1,21) BeverToN& Hovrt 1957
Gadus macrocephalus . 94,0 0,27 0,78 KETCHEN 1964
Sprattus sprattus . . 14,9 1,02 — 0,04 Verfasser 1966
Salmo salar . . . . 156,0 0,288 — 0,46 25,23 0,540 0,08 | Verlasser 1966
Thunnus thynnus . . 499,0 0,044 — 2,11 |3382,8 0,035 — 2,28 | Verfasser 1966
Roccus americanus 33 24,1 0213 — 0,70 0,299 0,241 — 1,10 | Verfasser 1966
Roccus americanus 29 28,8 05155 — 1,11 1,017 0,125 — 1,50 | Verfasser 1966
Roccus saxatilis @ . 129.6 0,116 | —0,02 Verfasser 1966
Leucichthys artedii . . 30,9 0,41 0,24 0,57 0,40 2,02 | RICKER 1958

Anmerkung: In Klammern sind die méglichen Endwerte gesetzt, die aus den fiir das Wachstum
bestimmten Parametern mit Hilfe des Langen-Gewichts-Koeffizienten berechnet worden sind.
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