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Summary

§ .
Orthogonal: vector functions are developed from spherical
harmonics ‘and are used for the representation by series of
continuous vector fields on the sphere. The orthogonal vector
functions result from differentation of the spherical harmonics
and vice versa. A recursiv algorithmic of the orthogonal vector
functions are represented by arrows on the surface of the sphere.
The formulas for the multiplication of the orthogonal series between
two vectors and between vectors and scalars are treated extensivly,
egpecielly in view of the calculation with an electronic computer.
An iterativ procedure for the division of the orthogonal series
is SPecified. The first four rules of arithmetic,:diffarentation.
and integ;ation are reduced to operations with the coefflcients

of the geries only.

For the represéntation on a single hemisphere fields are

used which arereflected at the equator. Finally tpe equations
of motion applicable to the large-scale circulatibn are written
in such a form that dnly those arithmetic operati!ons for the

series of vector or sealar fields are used which have been

f
introduced above.

)
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Zusammenfassung

Aufbauvend auf dex Darstellung von skalaren Feldern auf

der Kugeloberfliche durch Reilhen von Kugelfléchen~-
funktionén werden Orthogonale Vektorfunktionen auf der
Kugelobeiflache entwickelt und zur Reihendarstellung

von stetlgen Vektorfeldern auf der Kugeloberflidche ver-
wendet, Die Orthogonalen Vektorfunktionen entstehen durch
Differentation der Kugelfldchenfunktionen und umgekehrt.
Es wird eine rekursive Berechnungsmethode dex Orthogonalen
Vektorfugktionen dargestellt. Die ersten 26 Oxrthogonalen
Vektorfuhktionen werden durch Pfeilbilder auf der Rugel-
ocberfliche veranschaulicht, Die Formeln flir die Multipli=-
kation der Orthogonalreihen sowohl zwischen Vektoren als
auch zwischen Vektoren und Skalaren werden ausfilhrlich
behandelt, speziell im Hinblick auf die Berechnung mit
Hilfe elektronischer Rechenmaschinen. Ein iteratives
Verfahren zur Division der Orthogonalreihen wird ebenfalls
angegeben. Alle Rechenoperationen der vier Grundrechenarten,
der Differentation und der Integration der Orthogonal-
reihen wérden so auf Operationen mit den Koeffizienten der

Reihenglieder zurilickgefiihrt.

Zur Darstellung von Feldern auf einer Hemisphére werden am
Kquator gespiegelte Felder verwendet. SchlieBlich werden
die Beweéungsgleichungen der groBriumigen Zirkulation der
Atmosphire in einer solchen Form niedergeschrieben, dag
darin nut die oben eingefiihrten Rechenoperationen fir

Reihen von Vektorfeldern und skalaren Feldern vo;kommen und

angewendet werden kdnnen.
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Tabelle der verwendeten Symbole

A(x)

F(a,b;e;x)

- 2x-1)11
%

Parameter der Funktionen F(a,b;e;1) und
W(a,b,c;d,e)

Bodenreibungsfaktor

Parameter der Funktionen F(a,b:e;1) und
W(a,b,c;:;d,e)

Entwicklungskoeffizient von ¥y (6,2)
Entwicklungskoeffizient von%}k(¢,k)
Entwicklungskoeffizient von-gh(¢,})
Parameter der Funktion W(a,b,c;d,e)

variabler Entwicklungskoeffizient der
‘gnw,x)fﬁrq= Treeerb

ungenauer (fehlerhafter) cn(¢,x)

Schranke « 1 fir die Konvergenz bei der Division
Parameter der Funktion W(a,b,c;d,e)
zweldimensionaler Divergenzoperator

= v1+v2+v3

Parameter der Funktionen F(a,b;e;1) und

W(a,b,c;d,e); auch e = 2,71828....

@) () o
= (e—%T~ X  hypergeometrische Reihe
k=0 k ™

Coriolisparameter

beliebige skalare Funktion auf der Kugelober-
fldche der Erde

= (k=-B)/(~k-1~-8) fiir b gerade, sonst 1



G(n1,n2,n3)

g(dui\)
grad

1= /T

-0

der nur von den nj abgéngige Faktor des
Tripelintegrals der an' j(z)

skalare Divisorfunktion bel der Division
zwaldimensionaler Gradientoperator

Faktor der grofturbulenten horigzontalen Impulge
diffusion

Quotientenfunktion bel der Diviesion

Glied einer Folge, die gegen h(¢,)) konverglexrt

= L2n+1) (n+m) !
n(n+1) (n-m) !

rechnung der:gm(¢,x)

Normierungsfaktor flr die Be-

ja’}} Tripelintegral der reellen Orthogo=

nalfunktionen, bei der Multiplikation von
Orthogonalreihen

imagindre Einheit

= Index, der eine der drei Orthogonalfunktionen
bel der Multiplikation kennzeichnet

" maximaler Index von k oder n in einer Reihen-~

entwicklung

Summationsindex von Reihen, speziell der
komplexen Kugelfl&chenfunktionsreihe

!

i

Summationsindex der komplexen Orthogonalen
vVektorfunktionen

= maximales m
zonale Wellenzahl
maximales n

GroBRkreiswellenzahl



m
Pn(z)

P(m—r,m+r

n~m

p(z)
Py (2)

QM T (z)

rot

rotR
s

S,Sj

T(n1,n2,n5,m1,mz,m3)

t
m
Un(z)
v (2)
u
v

uﬁ(z)

&

kz)

auf 1 normierte zugeordnete Legendre'sche
Funktion

Jacokdl'schea Polynom
allgemeine Funktion, die von dem Sinus der
geographischen Breite (z= sin ¢) abhé#ngt

zugeordnete Legrendre'sche Funktion, mit der in
der Mathematik Ublichen Normierung

verallgemeinerte sphirische Funktion = Verall-
gemeinerung von Pﬂ(z)

spezleller Index, der die Beziehung zwischen
mq, M, und my charakterisiert

Erdradius

zwelter oberer Index von Q7''"(z), entscheidet
dariiber, ob man es mit Skalaren eder Vektoren
zu tun hat

zweidimensionaler Rotationsoperator, angewandt
auf die dritte Komponente

Vorticity—Operator

= s1+s2+s3

Index zur Kennzeichnung von rotationsfreil
(s=0) und divergenzfrei (s=1Y

der von den m,, aber nicht von den r,
abhingige Faktor des Tripelintegrals der Qﬁ'r(z)

die Zeitkomponente

reelle Komponent.2 des nur von 2z abhingenden

Faktors‘¥2§'s(z) der Orthogonalen Vektorfunktion

imagindre Kompoiente des nur von z abhingigen

n
vVektorkomponente in A-Richtung

Faktors Pm's(zL der Orthogonalen Vektorfunktion

Vektorkompdnentn in ¢=-Richtung

= Ug(z) / fgf



m ~ i
vi(z) = Vi(z) /¢/nD

in(-b,-c) (a), (b), (c)

_ (=g)1 MRATD.7C) ‘Pl ety

Wlasbrerdse) = DT &g GO
Wy Entwicklungskoeffizient der')gk(qz,x) fér die

Darstellung der NE(s,1)

"mj fir j = d
=

X
J my £ir J + q
X Parameter in A(x) und F(a,bie;x)
t
Y teon) komplexe Kugelflidchenfunktion
Yu (¢, 0) reelle Kugelfl&chenfunktion
] = 01 + 9q + Oq
4 = sin ¢
W (z) o™ (z)
Pﬁ's(Z) = ; fir =0 bazw,| P fliir g=1
Un(z) —tvg(z)
m
m ) - u, (2)
?h- vm(z)
| n

i
MD(¢,A> . Vektorfeld auf der Kugeloberflidche

]c§(¢rl) ‘ bis zur GroBkreiswellenzahl N gefiitertes
Vektorfeld
N (s, 0) Vektorfeld auf der Kugeloberfl&che
]€31(¢,A) l-te komplexe Orthogonale Vektorfunktion
1}n(¢'x) n~te reelle Orthogonale Vektorfunktion
j(¢.x) komplexe Orthogonale Vektorfunktion
fir uv=1 bzw. komplexe Kugelfl&chenfunktion
fir uv=0
33(¢,A) reelle Orthogonale Vektorfunktion £iir

} v=1 bzw. reelle Kugelfldchenfunktion filir v=0

o = ?/5 Iterationskonstante bei der Division

B = [~b/2]
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¢
X (d,2)
Y($,A)

v

i

-

[-(b-1)/2]
Laplaceoperator auf der Kugeloberflighe

grad div ~ rot rotR vektorieller Laplace~Operator

(O Elir k+j
1 £lr k=3 Kroneckersymbol

{1 flir m=0
2 flr m>0

Index der reellen Orthogonalen Vektorfunktion

Index, der entscheidet, ob das Zeichen o eine
skalare (bel «=0) oder vektorielle (k=1) Mul=-
tiplikation darstellt

geographische Ldnge

Summationsindex der reellen Kugelfldchenfunktionen,
im Einzelfall auch der komplexen Orthogcnal~
funktionen

Index, der entscheidet, ob}(qs ) bzw. 3(4: (A) edn
Skalar (v=0) oder ein Vektor (uv=1) ist,

Index zur Unterscheidung wvon verschiedenen reellen
Orthogonalfunktionen mit gleichem n,m und s,

0=0 entsteht aus dem Realteil und o=1 aus dem
Imagindrteil der komplexen Funktionen

Geopotentialfeld

geographische Breite
beliebiges skalares Feld auf der Erdoberfldche

beliebiges skalares Feld auf der Erdoberfléche

Mittelwert von V¥ (¢,A) liber die RKugeloberfldche
der Frde

bergang zum konjugiert komplexen Wert von ¥

skalare oder vektorielle Multiplikation, je
nach dem, ob K=0 oder 1 ist



1. Einleitung

Sowohl bel dlagnostischen Untersuchungen globaler

oder hemisphdrischer atmosphirischay Felder als auch

bel Modell~ oder Vorhersagerechnungen, die die ganze

oder die halbe Erde umfassen, werden manchmal anstelle

von Gitterpunktswerten auch Reihen orthogenaler Funktionen
zur Darstellung der Felder verwandt. Das ist die sogenannte
spektréle Darstellung, Beispiele dafir sind die Arbeiten
von Kubota [1], Eliasen und Machenhauer [2] und Eliasen,
Machenhauer und Rasmussen [3].

Fur dié spektrale Darstellung von skalaren Daten auf‘der
RKugeloberflidche sind die von diesen und anderen Autoren
verwendeten RKugelflidchenfunktionen deshalb besonders

gut geeignet, well sie llberall auf der Kugel stetig und
eindeutig sind. Eine gute und knappe Einfﬁhruhg in ihren
Gebrauch findet man bei Platzman [7] . Entsprechende
Entwic%lungen fiir die Windkomponenten oder die ‘Komponenten
anderer vektorieller GrbBen lassen sich nicht oder nur
mit Einschrinkungen durchfihren, weil die Windkomponenten
in A- bzw.¢-Richtung - auch bei einem stetigen Windfeld
{iber dem Polargebiet - am Pol unstetig sind.‘Aus diesem
Grunde wurde bisher auf eine globale spektrale Darstellung
des Windfeldes verzichtet oder es wurde angenommen, das
der Wind in Polndhe verschwindet. Eine Diskussion mit der
von Robert [ﬁ] angewendeten Methode, statt der Komponenten
ihre mit dem Kosinus der geographischen Breite multipli-

ziertén Werte zu entwickeln, erfolgt im Abschnitt Nr. 6.



Alle diese Schwierigkelten und Vernachlissigungen lassen
sich vermeiden, falls man das Horizontalwindfeld oder
andere globale Vektorfelder durch eine Reihe von ortho=-
gonalen Vektorfunktionen darstellt, die auf der Kugel=-
oberfléche stetig sind, Wesentliche Uberlegungen in dieser
Richtung findet man bei Efimov [4], der verallgemeinerte
sphdrische Funktionen verwendet, um die Windkomponenten
darzusgellen. Purch geeignete Kombination dileser Funktionen
zu den:Komponenten von Vektoren erhilt man die weitex unten

dargelegten Orthogonalen Vektorfunktionen,

Mit dieser Arbeit soll das vektorielle Analogon zu den
Kugelfllchenfunktionen und die engen Bezlehungen zwilschen
diesen beiden Funktionenfamilien in einer Ubersichtlichen

Art und Weise dargestellt werden, Dabei sollen die Darstellun-
gen in der Vertikalen und in der Zelt hier unberiicksichtigt

blelben.

¢
]

2. Orthogonale Funktionen auf der Kugeloberfldche.

Ein Punkt auf der Erdoberfliche soll, wie iiblich, durch
seine geographischen Breiten- und Léngenkoordinaten ¢ und A
dargestellt werden. Ist £(¢,2) ein globales meteorologischeé
Feld, so soll die Mittelung liber die Oberfliche der Erde
durch einen Querstrich unter Weglassung der Koordinaten
ausgedriickt werden:

. +n/2

2
= 12 j J £(o,2) R2 cos ¢ do dxr,
47 R o5 -n/2




darin ist R der Erdradius.

Betrachtet man zonale Mittelwerte:
an

p(sin ¢) = = J £(6,2) ar ,
a it o

80 reduziert sich das Mittlungsgebiet auf die Projektion
z = sin ¢ der geographischen Breite auf die Erdachse

zwischen den beiden Polen -1 = z 2 4 1, also

+1
B =y J p(z) dz,
-1

Sei nun ¢ (¢,2) ein sgkalares Feld, z.B, das der Stromfunktion,

so stellt ©
V(o,2)= C, Y. (¢,1)
' k£1 k 7k ’

eine Entwicklung von ¢ (¢,2) nach den als bekannt vorausge-
setzten Funktionen Yy (¢,2) dar, Sind die ¥, (4,1)

' ¥ ;
linear unabhéngig oder sogar orthonormal, das heiBt, erfiillen

sie die folgende Bedingung:

P em—

* - (O flir kx + j

%k, 3 fir k = 3
so wird -das Feld v (4,1) eindeutig durch die Kéeffzienten
Cyqr Coress dargestellt. Vergleiche dazu z.B. Tricomi [1ﬂ .
Der Stern in (1) soll den Ubergang zum konjugiert~komplexen
Wert andeuten. Nach der Theorie der orthogonalen Funktionen
erhélé man die Koeffizienten Cy s falls die Orthonormal-
relation (1) gilt, durch Integration des Produkts aus dem

gegebenen meteorologischen Feld mit der k-ten Orthogonal-

funktion iiber die Kugeloberfléche:

- * .
Cp =¥ ¥y | 2)



Sollen ‘die Wellenzahlen n der Y, (6,4) léngs eines
GroBkreises mit wachsendem k monoton nicht abnehmen,
80 8ind die Y, (¢,A) KugelflHchenfunktionen mit

k=n24n+m+1 (3),

dabei l&uft die zonale Wellenzahl m von -n bis +n. Man
erhilt

A (4).

¥ (6,2) = PR(sin ¢).e™™
Dabei sind die Pﬂ(z) die zugeordneten Legendre'schen

Funktionen mit der Normierung (Pg)z = 1,

3. Differentialquotienten und Vektoren auf der Rugeloberfliche

Jetzt sollen die hathematischen Ableitunaen von ¢ (¢,2)
untersucht werden. Da es sich um Funktionen von zwei rdum-~
lichen.Variablen handelt, gibt es zu jeder Richtung auf der
Kugeloberflédche eine lineare Ableitung, Richtungsunabhédngiger
Differentialoperator ist der Gradient, ein Vektor, der in die
Richtung des stidrksten Anstiegs weist, Alle iibrigen Richtungs~

ableituingen kann man durch skalare Multiplikation mit dem

Gradieﬁten erhalten. Es gilt

1 81P(¢,)\)

grad v(¢,2) = [T Cos ¢ 22 (5).
| 1 39 (§, 1)
R Y S

Dabei stellt die obere Komponente den Faktor eines Eins-
vektors in A-Richtung (= libliche u-Komponente) und die

untere (v-Komponente) den Faktor des Einsvektors in ¢-Richtung
dar. Der Vektor gleicher Lénge, der senkrecht auf dem

Gradienten steht, soll als Rotation bezeichnet werden, weil



sein Feld in der N#he eines Maximums von ¢ (4,)) eine

Zirkulationsstrdmung oder Rotation entgegen dem Uhrzeiger-

sinn darstellt:

rot Y (d,r) =

Die kérrekte Schreibweise filr Formel (6) wire:

0
rot 0 =
P (d,A)

i

Da die zwei Nullen links und die eine Null rechts in dem

System fir die Kugeloberfliche immer auftreten, werden sie

hier weggelassen.

(

3

—10_

1 v (e,A)
] "'%f"‘""
-1 dule,2)

R cos ¢ oA

1, 2plo,2)
R" 90

-1 3P (d,2)

R cos ¢ A
(o]

9

!

L 4

(6) .

Wendet man die durch (5) und (6) definierten Differentations-

operaﬁoren auf die Kugelflichenfunktionen Y, (¢,1) an, so

erhdlt man -~ bis auf eine Normierungskonstante ~ Orthogonale

Vektorfunktionen791(¢,x), durch die man - in Analogle 2zu

der oben geschilderten Darstellung von skalaren Funktionen

v{(¢,)) - vorgegebene Vektorfunktionen

ww’r)\) =

u (cm)]

v (‘bl}\)

durch €ine Reihe darstellen kann:

06, 0= 7 A
(6:0)= 1 cllgl(qs, )

(7).

Darin‘sind die cq skalare Zahlen und die lgl(m?\) fest vorge-

gebene horizontale Vektorfunktionen, die analog zu (1) die
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Orthonormalitdtsrelation
¥
79,; W, = o, (8)
erfiillen. Dabel ist zwischen den beiden Vektoren des inneren
oder skalare Produkt zu bilden, das wie iiblich definiert ist.
AuBerdem sollen mit dem x-Zeichen zwei Pseudovektorprodukte
definiart werden: Steht dies Zeichen zwischen zwel Vektoren,

go ist das Ergebnis ein Skalar:
3
1 Y2l . u,v U,V
X DR - T A B
vq Vo

In der {iblichen Schreibweise wiirde dlese Formel so aussehen

V.' X v:2 = (o)

Steht das x~Zeichen zwischen einem Skalar x und einem Vektor,

so ist das Ergebnis ein Vektor:

u u -xV
. = X X = N
A4 v xu

Dem entspricht im dreidimensionalen Raum

_ 0 u u 0 -XV
Olx |v = - vix{O = xuaf| .
X o) 0 X 0]

Doch werden die Nullen, weil sie immer auftreten, hier stets
weggelassen. Auf unsere zweidimensionalen Vektoren lassen

sich nun auch genau zwei voneinander unabhingige Differentatiohs-
operatoren erster Ordnung anwenden, die stets §kalare Funktionen

als Ergebnis haben. Das ist einmal der zweidimensionale

Divergenzpperator:
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u(?,) ,
- Aty 1 Du(f ) 1 P .
divww,l) div (V(‘I'.;\)) = Toesv & ) 4 T (cosv‘wv(*h))? (9)

und die Radialkomponente des Rotationsoperators, im allgemeinen

aleg Vorticity bezeichnet,

e 2) .
rotp W0i¢,2) = rctR(u( )-—: 1 dvie,) 1 .'Q(co%f?;u (£d)) (19) .

wig, 3/ FoosT X T RCosY

Durch gee%gnete Hintereinanderausfilhrung von je zwel der vier
Operatoren (5), (6), (9) und (1o) erhdlt man zwei Laplaceoperatoren:

Der {ibliche Laplace-Operator mit der Definition
a¥(#,}) = div grad ¥ (#,3) = = rot, rot¥ (¢,2)

wird auf Skalare angewandt und liefert wieder einen Skalar. In der
oben angegebenen Formel stehen tatsidchlich zweil Gieichhei_.i:s-

zeichen, Ausgeschrieben erhdlt man dafir

T 70} TR R i . /2 ) NP s« D‘P(M)
Recos®# 332 Rcos P 4 3? ( ° )

Der (vektoirielle) Laplace-Operator wird auf Vekton;en angewandt und

liefert einen Vektor:
A W('f‘,)) = grad div ]0(?,,]) - rot rotR-lO(‘f,;]) (11).

Hier steht vor rot rotR im Gegensatz zu der Formei fiir den skalaren
Laplace-Operator ein Minuszeichen. !
In ausgeschriebener Form stellt er sich so dar:
-0(f,1)
A0 0= e {Z0ED 4 i )i wonr £ 2 (cosy DAL um} (12) -
Recos?y | 92 91 wea)) f

Die Kugelflichenfunktionen sind Eigenfunktionen des skalaren

Laplace~Operators:

sy, (2,0 = - 2B v ) (13)
R

mit den Eigenwerten - Eiﬂ%ll, wobeli die maximale GroBkreiswellenzahl

R
n mit k durch die Beziehung (3) verbunden ist. Analog zu (13) werden
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die Orthogonalen Vektorfunktionen durch die Eigenwertgleichung

Vi 1Ql<f,;\> " - Pi%mlgl<v,a> (14)

definiert.

Jetzt sind % und 1 analog zu Formel (3) durch die Beziehung

1%%n +2n+2m-s

mit s = &1 undm=-n,..,0,..,,+n (15)

gekoppelt, da es im allgemeinen zu jedem n doppelt so viel Vektor-
funktionen Wie Rugelfléchenfunktionen gibt, je eine aus dem Gra~-
dienten mit s=0 und die zweite aus der Rotation der Kugelflichen~
funktion mit s=1{

4. Die Orthogonalen Vektorfunktionen und ihre Differential=

quotienten

Da die zweiten Ableitungen der beiden orthogonalen Funktionen-

+1)

familien bis auf das Vorzeichen den Eigenwert 5135- liefern,

R
ist zu vermuten, daB bei den ersten Ableitungen sowohl der Kugel-

flidchenfunktionen als auch der Orthogonalen Vektorfunktionen die
Wurzel aus diesem Eigenwert als Faktor auftritt. Tatsichlich er-

geben sich folgende Formeln flir die ersten Ableitungen:

grad v, (#,2) = -——--————-““12*”192]{ (#,2) (16)

= MW)Q ¢, (17)

rot Yk (‘f,l) 2k-1

.

und

. ﬂ a1
le]ng(‘f,l) = - R Yk (‘f,)) (18),

= 19 4
rog&92k(¢,)) = 0 (19)
_yYn(n+1)
rotﬁ%}zk_1(?,)) =ynidl) v (4,2 | (20)

. _ 21) .
div 192]{_1 (F,}2) =0 (21)
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Die Formg}n (19) und (21) erhdlt man aus den bekannten Be=-
ziehungen;der Vektoranalysis rot grad¥ = O und div rot]@n (o]}

fir das V%;haltnis zwischen n und k gilt Formel (3). Die durech

{8) postulierte Orthogonalitédt der durch (16) und (17) definierten
Vektorfunktionen ist nun leicht zu beweisen. Zundchet sieht man,
dag diese Funktionen tatsichlich die Rigenwerigleichung (14) mit
dem Laplace-gperator (11) erfillen, Eigenvektoren, die zu ver-
schiedenen Eigenwerten, also zu vers;hiedenen Werten ven n ge-
h8ren, sind nach einem bekannten Satz stets orthogonal, Eigen-
vektoren mit verschiedenem g und gleichem n und m haben nach

Formel (15) in (16) und (17) das gleiche k, entstehen also durch
die Operitionen ven grad und rot aus der glelehen skalaren Funktion
Yk(W.)). Dann miigsen sie aber nach der Definitioﬁ der Operatoren grad
und rot durch (5) und (6) orthogonal zueinander sein. DaB auch
Vektoren mit verschiedenen Werten fiir m stets orthogonal sind,

wird sich weiter unten bei der expliziten Darstellung der. ortho-
gonalen Vektorfunktionen ergeben (Formel 22). |

Analog zu der Formel (2) fiir die Kugelfléchenfunktionen lassen sich
die Entwicklungskoeffizienten ci nach orthogonalen Vektorfunktionen
in der Reihe (7) durch das Integral c "w)g*l berechnen. Bei der
ausfuhrllchen Darstellung der‘K}l (f, )), die jetzt in Angriff ge-
nommen werden soll, wird analog zu (4) zundchst der von der geo-
graphischen Lénge A abhidngige Teil abgespalten:

¢ S .
.791(?,]) =pnm (sin ) - oima (22).

'S .
Die Komponenten der Vektoren;z: (z) lassen sich durch zwei von n,m

und z abhingige reelle skalare Funktionen Uﬁ(z) und Vﬂ(z) wie

folgt darstellen: '
o m,o i Vﬁ(z) , 1 Uﬁ(z)
}2 (z) = und}zz (z) = (23),
n U (2) -iv] (2)



-15-

dabei gilt flir die Bezijehung zwischen 1, n, m und s Formel (15);
fir z ist sin ¢ einzusetzen. Fiir die Komponenten erh&lt man

aus der éefinition (16) oder (17) in Verbindung mit (5) und (6)
unter Beriiecksichtigung von (4):

U ( ) .{1 it d Prg(z)
4 = ’
{n(n+1 QZ (24)
und
m m
Vﬁ(Z) = v P, (2) (25) .

Ta(a+ 1)+ 1-2°
Weitere Formeln zur Berechnung der Orthogonalen Vektorfunktionen
folgen im ndchsten Abschnitt., Doch nun zuriick zu den Orthogonalen
Vektorfuﬁktionen selbst und zu ihren speziellen Elgenschaften.
Aus Formgl (19) erkennt man, daf die1gbk(? A), also die Funkm=
tionen mit geradem Index rotationsfrei sind und ein divergentes

Yo (f,2) die
n(n+1)

zugehdrige Potentialfunktion ist. Aus Formel (21) ergibt sich,

Feld darstellen. Formel (16) zeigt, daB -

daf die Vektorfunktionen mit ungeradem Index, also die Funktionen
1£Lk"1(f'2) ein divergenzfreies und rotationelles Feld darstellen.

Nach Formel (17) stellt 7===§==r Y (? A) die zugehSrige Strom-

n(n+1)
funktion dar.

Betrachtet man das durch die Kugelflichenfunktionen und durch
die Orth%gonalen Vektorfunktionen dargestellte System von
Skalareniund Vektoren auf der Kugeloberfléche, sowie die von

mir als allein sinnvoll angegebenen Differentialoperatoren, So
stellt man fest, daB alle diese Funktionen beliebig oft diffe-
renzierbar sind. Selbstverstidndlich sind sie dann auch stetig.
Die Differentation fithrt nicht aus dem System heraus, Eine ein-

facheAbleitung bedeutet eine Transformation von einem Skalar 2zu
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einem Vektor oder umgekehrt, Bei der Differentation bleiben

die Wellenzahlen n und m stets erhalten. Aus der Vollstindig-

keit deriKugelflachenfunktionen folgt die Vollstlndigkeit

der Orthégonalen Vektorfynktionen. Dag bedeutet, jede stetige
Vektorfunktion‘ﬂrf,)) 188t smich durch die in (7) rechts stehende
Reihe der Orthogonalen Vektorfunktionen bereits mit endlich

vielen Gliedern belieblyg genau approximieren, Ubrigens hat

jedes stetige Vektorfeld'uh?,)) stets mindestens zwel Nullstellen,
und es existiert keine Vektorfunktion der Wellenzahl ﬁ=0, also
keine konstante Vektorfunktion, Die vektorfunktionen der Wellen-
zahl n=1 stellen gtarre Bewegungen im dreidimensibnalen Raum dar,
Es gibt sechs derartige Orthogonale Funktionen. Die entsprechenden
reellen Eunktionen gh(?,ﬂ),””,gk(Y 2) sind auf den 2bbildungen

1 bis 6 dargestellt. Der nullte Meridian, also 3-0, ist dabei

elne Senkrechte durch die Mitte des Bildes. Die drei divergenten
rotationsfreien Funktionen mit geraden Indices (s=0) stellen

die Komponenten parallel zur Kugeloberfl&che einer starren Be-
wegung im dreidimensionalen Raum in den dreil zuelnander senkrechten
Richtungen des Raumes dar. Die drei divergenzfreien, rotationellen
Funktionen mit ungeraden Indices stellen starre ﬁrehungen um

die drei r&8umlichen Achsen dar. Auf den Abﬁildunéen 7 bis 26 sind
einige Fellder mit hSheren Wellenzahlen dargestellt. Auf die Be-
deutung d;s Wertes flir ¢ , der auf den Abbildungen angegeben ist,
kann erst im nidchsten Abschnitt bei der Behandlung der reellen
Funktionen ’9“ (4,)) eingegangen werden; vergleiche dazu die
Formel (36), die die Beziehung zwischen y einerseits und n,m,s

und & andererseits herstellt. Die Abbildungsnummer hat den gleichen

Wert wie M.



Wenn man sich iberlegen will, welche anschauliche Bedeutung

die Wellenzahlen n und m haben, 0o muf man zunichst ihre Be-
deutung baivden Rugelflichenfunktionen untersuchen: Legt man einen
GroBfkreis durch den grdBten und den kleinsten Wert, so stellt n
die Wellenzahl auf diesem Krels dar; es gibt also 2n Extrem~
werte auf diesem Kreis. An diesen Extremwerten versghwinden

aber sowohl der Gradient als auch die Rotation der Kugelfl#dchen~
funktion?n. Daher haben die so gebildeten Orthogonalen Vektor -
funktiongn dort Nullstellen, also 2n Stiick auf diesem GroBfkreis;
und es gfbt keinen GroBkreis, auf dem mehr liegen, Beim Durch-
gang durch die Nullstelle, dreht sich der Vektor um 180°,

Ganz entsprechend gibt es Breitenkreise mit 2m Nullstellen,

aber keine mit einer grbSeren Anzahl, Diese Eigenschaften kann

man an den Abbildungen 1 bis 26 nachpriifen.

5. Die Berechnung der Orthogonalen Vektorfunktionen

Da man i? allgemeinen alle aufeinander folgenden Vektorfunktionen
bis zu e%ner bestimmten maximaleﬁ Wellenzahl n=N bendtigt, ist

es zweckﬁéﬁig, die Berechnung rekursiv vorzunehmen. Dabei wurde
der Normierungsfaktor {Eirgesondert berechnet, um in den
Rekursionsformeln nicht mehrfach Quadratwurzeln ziehen 2zu miissen.
SchlieBlich fand die Rechnung, wie auch die praktischen Anwen-
dungen, im Reellen statt. Die rekursive Berechnung des l—ébhén—
gigen Teils im Reellen erfordert die Ermittlung von cos mA

und sin mA . Sie wurde nach der Fourier~Analysenmethode von

Ralston und Wilf [6] mit Hilfe der Additionstheoreme durchgeflihrt:

1

j
cos .m+1)A cos mA - cosA - sin mA -+ sin)

sinmA - cosM + cosmAM - sind.

i

sin Ym+1)A
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Flir die Berechnung des Y~ oder z-abhingigen Teils (z= sin¥ ),
wird ein rational normierter Vektor yﬂ(z) definiert mit den
Komponenten

m | m
_ un(Z) Un(z) / hn
I (26)
viz) = vi(z) /Y nD . |

sind pﬂ(z) dle zugeordneten Legendre'schen Funkti@nan'mit der in
der Mathematik Ublichen Normierung, wie sie z.B, bei Magnug und

Oberhettinger [6] angewendet wird, also

t

PI;:(Z). = “/(2n+1) —E%—:;—;%;—% plg(z),

go erhdlt man aus (24)

~- m
(2n+1) (n-m) ! f . 2 d p,(2)
dz '

n(n+1) (n+m) ! i

m
Un(Z)

Un die Wurzel loszuwerden, sgtzt man

m _ (2n+1) (n+m) !
hn " n(n+1) (n=m) ! ‘ (27) .

dann folgt aus (24) und (26) bzw. (25) und (27)

y a pm(z)
M _ {n-m)! o2 n (28),
un(z) T (n+m) ! 1-2 dz
m _ (n=m)! m m
Vn(Z) ~ (n+m) ! 2{1_22' pn(Z) (29) .

Unter Verwendung der Formel
m
d p, (2)

2
) dz

(1-z = z.pg(z)+(n+m)§2~1(z)~(n—m+1)§$41(z)

fiir die Legendre'schen Funktionen pﬁ(z), die man z.B. bei Magnus
und Oberhettinger [b] auf S. 171 findet, erh&lt man aus (28) in
Verbindung mit (29) die Rekursionsformel

(n+m)(n-—f‘l)2 vg(z) =

=(201) { n(o1)-2-V_q (2)4m o <z)} n? (nm=1) VI, (2) .
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TS | s .
Fir un(z) erh&lt man eine ganz analoge Formel, die man mit

der ersteren zu der Vektorrekursionsformel

N (2n~1) {n(n-ﬂ 2 P (2) mgjé‘..1 z’} - (nem=1) P o (2)

(2)
Pn (ntm)  (n=1)2
ot =[P e
m z) = filyr n= m+1, m+2,...,N
F ul (z) '

zusammenfassen kann, Zur Rekursion iiber m=pn=2,3,.,.,N¥N wurde

I m-1
die Formel ?n(z) = 2(m-1) ? (z)

z
mit den Anfa,ngswe,rten?1 (z) = 0 )und (ﬁ (z) = 115 ( )
1
verwendet, Dle Anfangswerte des Normierungsfaktors
m o_3" 1_
hn sind|h1—§ und h1—3
und seine Rekursionsformeln

om o 2m(2m+1) (m=1) , m=-1 . e
hm hand m+1 h 1 fdr m"n"2’3‘o'-’N‘

(2n+1) (n-1) (n+m) e

m.- { = L .
sowie h, = Za=1) (n¥ 1) (o-m) =1 fir n=m+1,m+2,...,N

Hat man die J)Irrl‘(z) und die hrlf: rekursiv berechnet, so lassen sich

die%??'s(z) nach (26) bzw. (27) mit einer Wurzelziehung ermitteln.

Die Orthogonalen Vektorfunktionen lassen sich auch mit Hilfe von

hypergeometrischen Reihen F(a,b;c;x) darstellen:

F(m—n—1,n+m;m:l%5)

m~1 -
m1 g LB (1-22)““2 (-1)™]
Pn v ¥no N4 2=V T \{ .p (m-n, ntme 1 st 1520 )

Eine weitere Darstellung, die spédter flir die Berechnung der

Produkte von Vektorfunktionen verwendet wird, ist

o (z) = -3 {Qﬁ’”(z) ~ QIS’_1(Z)}

und

frt o+ ™)

(30)

Vﬁ(z) =

Nj—
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. . R m,r o .
Darin sind die Qn’ (z) diejenigen Lésungen der Differential-

gleichung
a ofr¥(z) 2 )
d 2,
I {(1-2 ) —3z + n(n+1)—m1.’::§‘r“r o' * (2)=0 (31,

die im abgeschlossenen Intervall =1£7z&+1 stetilg sind und auf 1

normiert wurden:

2
m,r|° _
[Qn’ ] h 1 *

Die Gleichung (31) erhilt man aus der vektorielleﬁ Laplace~Glei~
chung (14) fir dieygk(?,}) unter Verwendung des @aplace—Operators
(12) . Be& der Ableitung der Gleichung (31) hat mén aufBerdem die
Formeln }22), (23) und (30) 2zu berlicksichtigen. 51@ Qﬂ'r(az gind
die verallgemeinerten gphirischen Funktionen bei Efimév [3] + denn

flir r=0 gehen sie in die Pg(z) lUber:

m,0 — ~0,m _
Q," (2) = Qn (z) = P_(2) (32),

da flir r=0 die Differentialgleichung (31) sich auf die Legendresche
Differentialgleichung reduziert, wie man sie z.B., bei Magnué und
Oberhettinger[b]auf Seite 151 findet, Die Differentialgleichung
(31) gehdrt der Fuchs'schen Klasse an (Bieberbach [14J, S. 182 ff.)

t
mit den .singuliren Stellen bei 2z=~1,+1 undeeo und den Wurzeln der
m+r mtr, 6 m-r _m-r n+1,

determinierenden Gleichungen: 5= Tl g -1

Daraus erh&lt man folgende Darstellung durch hypergeometrische

Funktionen: m-r n+r

. — 7 >
m,xr _ (n-x)!{(n+tm)?! [(1-z 1+2
Q" (2) =720+ Y Iy T (am) ! (2 ) (2 ) ‘
-2, (33) .

, m
. i:ll—~ F (=n+m,n+m+1;m-r+1; 5
{m=r)!




-~21-

Plir O¢m#n stellt die hypergeometrische Reihe auf der rechten

Seite von (33) ein Polynom der Ordnung n-m in l%& dar, das

mit geeigneter Normierung Jacobisches Polynom pémmruM*r)(z)

genannt wird. Man erhdlt damit
m=-x mtr

N R (ri—m) ! (n+m) § 2 [142) 2
Q' 2 = (=0T Vot e ( ) (-—5?—) .
o+
p I E) () (34) .

Die PéT;F'm+r)(z) sind im Intervall =-1£z£1 orthogonal mit den
Gewichts%unktionen (1_z)m-r (1+z)m+r t den Bewels daflr findet
man z,B, bel Trigomi [ﬁﬂ + Daraus folgt die Orthopormalitit
der Qﬁ’rCZ)

m,r .m,xr
’ Q'

Q
n, *n, =

Spezielle Werte der Qﬁ’r(z) sind:

Qm’r(z)=- O flir |m|>n oder {r]>n,

n
QT 2y = (-1 QM (=) 0" TE(z) = (-1 Qi (2) (35)
07%(z) = 1; 09'°(=) = VIz; 05'°(2) = 3 V5 (3z%-1);

°(z) = -2 & Y122 0] M2y = - FVF (42: 0T @)=3 BO-2).

Spezielle Werte von Ug(z) und Vﬁ(z) sind:

Iﬂm)=%1?m w)-—fﬂ1z,U(m———fqﬂ%z
Vi@ = - 3V3; vz)=o; L V@ = V52

Bei den praktischen Anwendungen muf3 man statt der komplexen
Vektorfunktionenlgk(*f,;\) reelle Orthogonale Vektorfunktionen
4944,3);verwenden. Bei den letzteren gibt es keine negativen

Werte fiir die zonale Wellenzahl m, aber dafiir bei m # O zweil
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divergenzfreie und zwei rotationsfreie Vektorfunktionen. Diese
maximal vier verschiedenen Funktionen bei gleichem n und m werden
durch die Indices s und & unterschieden. Zwischen dem fortlaufen~
dem Index n und diesen Zahlen sowile den Wellenzahlen n und m
besteht die Beziehung

2

n = 2 n“ +4m=~26 ~ 8

i} = 0O

(36)

Man erhdlt ?ﬁr die vier Fdlle folgende Darstellung von‘gﬂ(f,l) :

-Vﬂ(z) gin mA
‘gv, (7,3) ﬂ'VEm fiir 8=0 und G = 0Q;
UII\;'(Z) cos m)\

Uﬂ(z) cos mA

48.,7(",;\) =v£m fir s=1 und &= 0O;

vﬁ(z) sin m\

Vﬁ(z) cos mA
9,0 =12 fiir s=0 und G =1
: Uﬁ(z) sin mA

U?(z) sin m)
"31} ("’r)) ={2—’ fiir s=1 und G =1.
-v;r:(z) cos m;\

mit Em = und z= sin? .

1 flir m=0

2 fir m>0
Die ersten beiden Funktionen stellen jeweils den Realteil und die
letzten beiden den positiven Imagindrteil der mit?&m multlpliz:uartgnI

Funktionygkﬂ?,l) dar. Vergleiche dazu Formel (49)!
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Im einzelnen gilt fiir n ' L s

_ Fcos‘l’

), (¢,3) = o 1 0 0 1
[
492 el @cos? 1 © ° @
sin? .sind
433(‘4'.2) =gF coc ) 1 1 1 1
-2- ¢
Lo 3 A
= CoSs
¢, 2 1 1 1
434 ' '{T sin'. sin) °
' ‘ | —— sin‘f cos A . |
4,2 1 1 0 1
5 .
S + sin)
. 2
3
. ginA .
,56(?'3) {.’ 1 1. 0 0
% -5 ginf. cos A
4
15
' 51n 2f
4, (f,) = 2 0 0 1
0
dﬁgysin 2¢ . sin 22
2 2 1 1

= % cosY¥ - cos 23

Vergleiche dazu die Abbildungen 1 bis 26! Der nullte Lingenkreis

liegt dabei stets in Bildmitte, der Nordpol oben. In_Zukunft sollen

die c, Koeffizienten der Reihe

7
o9
W) = 5:7 Cq W (¥, ) (37)

- sein. Diese Koeffizienten erhdlt man -~ analog zum skalaren Fall (2)
und zum komplexen vektorlellen Fall - aus

o .-.10 - l——-j J}IIO(M) -+ 444(43) cosy dy d) (38)
S

0
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W}ll‘man nur eine Hemisphdre darstellen, so ist es zweckméBig,
eine am HAguator gespiegelte Darstellung zu verwenden. Geht man
von einer am Aquator gespilegelten skalaren Funktion aus und
wendet man darauf den Gradienten an, so erhilt man gespiegelte
Vektor funktionen., Der antisymmetrische Rotationsoperater tritt
in der Me%eorologie im Zusammenhang mit dem antisymmetrischen
Coriolisparameter auf. Die kombinierte Anwendung dleser beiden
Operationen auf ein am Aquator gespiegeltes Skalarfeld liefert

deshalb ebenfalls ein am Aquator gespiegeltes Vektorfeld.

Die Komponenten in ¥-Richtung sind dabel stets antisymmetrisch,

die in A-Richtung dagegen symmetrisch zum HEquator, Es ergibt sich,
da8 in der Reihe (37) bei derart gespiegelten Feldern nur diejenigen
Koeffizienten ¢, ¥ O sein dlirfen, flr die n+m+s eine gerade Zahl

darstellt. Vergleiche dazu die Abbildungen 1 bis 26.

6. Vergleich der Orthogonalen Vektorfunktionen mit anderen spektralen

Darstellungen von Vektoren.

Empirisch gegebene Felder liegen urspriinglich stets an gewissen
,Gitterpunkten vor. Um die Entwicklungskoeffizienten Cy in (37) =zu
berechnen, muB man das gegebene vektorfeld Wf, ) dber die Kugel-
oder bei Spiegelung am Aquator iliber eine Halbkugel = integrieren.
Hier hat man nun eindeutige Vorteile bei der Darstellung von
Vektorfeldern durch Vektor funktionen., Denn es geniligt bei Formel
(38), ein% Methode anzugeben, wie die Integration iliber die Kugel-
oberfléché exakt oder nidherungsweise durchgefiihrt werden soll.
Der Integrand W(f,:\) . 49,](4’,3')- ist eine skalare GrdBRen, dessen Be-
rechnung an jedem Gitterpunkt mit den Koordinaten ?}A keine
Schwierigkeiten bereitet. Diese skalare GrdRe ist bei einem stetigen

'uy-Feld auch selbst liberall stetig. Wie man diese Eigenschaft zur



-2 5

Zurickfihrung der Analyse von Vektorfeldern auf die Analyse
skalarer Felder verwenden kann, wird am Ende dieses Abgchnitts

gezeigt,

Welche Alternativen gibt es, um Vektorfelder auf der Rugel=
oberfldche spektral darzustellen? Man k&nnte die Komponenten des
Vektorfeldes spektral berechnen, Doch diese knnen auch beil stetigen
und sogarfbei beliebig oft differenzierbaren Vektorfeldern an

den Polen;unstetig sein, Als Beispiele seien die uy~Komponenten

von 433(':',3) . 434(*{,)) und 496(‘»’,':\) angefithrt, deren Werte weder am
Nordpol noch am Slidpol eindeutig definiert sind und dort auch nicht
stetlig und eindeutig definiert werden k&énnen, Bei der Entwicklung
der Vektorkomponenten nach Rugelfléchenfunktionen bliebe nur die
Mdglichkeit, diejenigen Orthogonalen Vektoren aus der Reilhe (37),
deren Komponenten in P oln&he unstetig sind, bei der barstellung
fortzulassen. Das l&uft darauf hinaus, dag8 man nur Vektorfelder
zuldst, d%e an den Polen verschwinden, Um dies zu vermeiden, ent-~
wickelt Robert [8] die mit cos¥ multiplizierten Vektorkomponenten
in Kugelfiéchenfunktionen; das ist in einwandfreier stetiger

Form méglich: Flr cosY - UI;:( sinY) erhdlt man nach Formel (24)

—— _.2 a p™z)
{1—22 Um(z) = _;Lii_. gz =
n ¥ n(n+1)
= - ¥ n (n-m+1) (ntmt+1 )‘-1 P‘gﬂ (2) + Y (mm) (n+1) (n—nE PIIIII_" (2)
4 (2n+1) (2n+3) (n+1) Y (2n+1) (2n-1) °n
und fir cos¢Y - Vm( sin ¥ ) erhdlt man :::ﬁ;:; Pm(Z);
n n
n(n+1)

und das sind stetige Funktionen, die auBerdem flir m>0 an den Polen
verschwindén und deshalb auch bei Multiplikation mit cos mA oder
¥

sin m) stetig bleiben. Diese Methode hat jedoch den Nachteil, da8
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beil der Inﬁegration = durch die Multiplikation des Integranden

mit cos¥ - Gewichte eingeflihrt werden, die alle in Polndhe gege~
benen Werte gegenilber den Werten in Hquatorndhe benachteiligen.

Ein Wert am Pol bleibt dadurch sogar vollkommen unberlicksichtigt.
AuBerdem muf Robert [8] noch bei den hdchsten und niedrigsten
Gliedern der Reihen bestimmte algebraische BeziehunQan zwischen
den Reihen der u~ und v-XKomponenten berucksichtigen, Die entsprechende
Koppelung gzwischen den Feldern der beiden Vektorkomponenten erfolgt
in Formel (38) durch Bildung der Skalarprodukte zwischen dem gege-
benen Vektdr und dem Wert der Orthogonalenh Vektorfunktion am Ort
der Messun%. Deshalb darf man bei der durch (37) gegebenen Dar-
stellung die dortige Reihe nach einem Wertt;sKa2N2+4M-1 gefahrlos
abbrechen, Ist dabel M=N, so enthdlt das durch die Teilreihe

WNH,R) = % C,' 19,7(*1’,)) dargestellte Vektorfeld genau
alle Wellenzahlen n£N, unabhingig von der speziellen Lage des
Koordinatensystems, mit anderen Worten,]O&(f,A) stellt eine exakte
Filterung von‘ukf,)) dar, aus der alle Wellen der Wellenzahlen n>N
entfernt worden sind. Die Entwicklung (37) stellt eine exakte
Spektralzerlegung dar. Bei der Differentation der Orthogonalen
Vektor funktionen und der skalaren Kugelfldchenfunktionen wird weder

3

die Wellenzahl n noch m gedndert. Dies gilt bei der Differentation

der Vektorkomponenten nach dem Verfahren von Robert [8] nicht.

Ein weiterer Vorteil der Orthogonalen Vektorfunktionen liegt darin,
daf man durch Weglassen der Terme mit geraden bzw. ungeraden

Indices den rotationsfreien bzw. den divergenzfreien Anteil des
vektorfeldes erhdlt.

Auch das Ver fahren, statt der gegelenen vektorfelder ihre skalaren
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Strom- und Potentialfunktionen spektral zu zerlegen, hat schwer-
wilegende Nachteile: Um diese Felder aus an Gitterpunkten gegebenen
Vektorfelder aufzubauen, muf man an den Gitterpunkten horizontale
Differential¢uotienten bilden. Dies ist - vor allem bei gr#Berem
Gitterabstand =~ nicht fehlerfrei mdglich und h8ufig mit groBen
Schwierigkeiten verbunden, denn die Differentialguotienten miissen
durch Differenzenquotienten angenihert werden, fiir deren Sarechnung
mindestens drei r#umlich verschiedene Gitterwerte bendtigt werden,
Demgegenﬁber;erfordert die Berechnung der Koeffizienten der Orthogonalen
Vektorfunktibnen keine Differentation. Die noch nicht integrierten
Werte in Formel (35), die nach der Integration die Koeffizienten Cy
liefern, sind stetige skalare Funktionen, die das Véktorfeld W(‘f.l)

eindeutig beschreiben:
ey (2 = Wit ag, (1) (39),

Insbesondere erreicht man eine eindeutige Beschreibung von IO(*{,]) '
falls man zur Darstellung alle cq(V,)) verwendet, deren Vektor funktio=-
nen zu n=1 gehdren, das sind nach Formel (36) die sechs cq(f,]) mit
1)=1,...,6. D%bei werden a;le Gegenden der Kugeloberﬁléche vbllig
gleich behandelt. Doch ist das System selbstverstén@lich iberbe-
stimmt; zur Darstellung eines zweidimensionalen Vektorfeldes reichen
bereits zwel skalare Funktidnen. Hat man umgekehrt die sechs evtl.
fehlerhaften Funktionen c;(Y,A) ,‘..,cé(?,)) und will man daraus nach
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate die beste Vektorfunktion

10(?,)), flir die Formel (39) gilt, wiedergewinnen, so hat maniukv,})

(={o] zu bestimmen, daB

Z [eqte,2)- €4, ))] Z [10(‘61)- Ka(03) = Cql¥, })]

1l=

2

ein Minimum Wird Man erhalt

0e#,) = Z Ca(#,))+ 1,(%,2)

12_.

(40) .
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Damit erhdlt man die Mdglichkeit, Analysen von Vektorfeldern

auf die Analysen von skalaren Feldern zurilickzufilihren.

Dazu berechnet man zundchst an allen Mefpunkten (V;l) aus den
dort gemessenen VektorenIO(Y,l) nach Formel (39) die sechs
skalaren Werte o, (FA)yeevieg(¥)). Diese skalaren Werte an den
verschiedenen Mefpunkten (¢,)) werden dann fir Jjeden der gsechs

1= Werte e%nzeln flir das betrachtete Gebiet (z.B. die Nordhalbkugel)
analysiert, Durch das dabei angewandte Analysenverféhren kann még=~
licherwelse dile exakte Erfiillung der Beziehung (39) flir Werte von
4,1 verlorengehen, Die beste Methode, um aus den sechg derart ana-
lysierten c,;(‘f,)) - Funktionen das Vektorfeld 10(?,;\‘) fir alle
Werte von ¥ und} 2zu erhalten, ist durch die Formel (40) gegeben.
Nach dieser Methode sind von Speth [9] Windfelder und Felder des
Transports verschiedener meteorologischer Grdf8en, wie Impuls und

Energie analysiert worden.

7. Multiplikation der Vektorfunktionen

Hat man ein horizontales meteorologisches Feld durch orthogonale
Funktionen dargestellt, so m8chte man auch verschiedene Rechen-
operationen ausfiihren. Das gilt sowohl fiir diagnostische Unter-
suchungen als auch in verstédrktem MaBe fir Modellrechnungen und
Vorhersagerechnungen. Man sieht sofort ein, daB die Addition und
Subtraktion spektral dargestellter Felder keine Schwierigkeiten
bereitet, die Koeffizienten der Summenreihe bestehen aus der Summe
dexr entspr%chenden'Koeffizienten der Summandenreihen. Die Differen-
tation 1&Bé sich bei spektraler Darstellung auf sehr einfache

Art und Weise nach den Formeln (16) bis (21), sowie (13) und (14)
durchfithren. Schwieriger ist die Multiplikation, die jetzt unter-

sucht werden soll. Es seien zwedl Felder5u143)) und Y (¥,A) durch
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endliche Reihenentwicklungen nach den orthonormalen

Funktionsfamilien‘z}ﬂ(¢,2) und Yk(ﬁ,J) gegeben:

M) = ijﬂ,u} (¢, ) (a1)

Y (4,2) =Z CYoea) (42) .

Die Produktfunktion W(#,1) = ¥(#,1) .00, (43)
werde ebenfalls formal in eine Reihe mit den zundchst unbekannten

Roeffizienten cl entwickelt:

W) = - ¢, 1,4 (44) .

Wie lassen sich die c; aus den bekannten w, und C, betechnen?
Setzt man in die Formel flir den Entwicklungskoeffizienten
Cy ¢ c, = 10 EQ nach Formel (43) das Produkt der Reihen

(42) und (41) ein, so erhdlt man

c-Z 2 C, . lg,,Yklgl | (45) .

gl/u/f .
Man erkennt, daB im allgemeinen Fall jeder Entwicklungskoeffizient
)

¢; der Produktfunktion uj(f,l) aus einer Doppelsumme liber alle
Produktee der Entwicklungskoeffizienten der beiden Faktorenreihen
multipliziert mit dem Tripelintegral ‘KZ“Yk¥)T besteht. Die

Reihe der Produktfunktionen (44) bricht dann ab, wenn fiir alle

FSK1,kﬁK2 und 1»K die dreifach indizierten Zahlen des Tripel-

integrals verschwinden.

Bevor diese Tripelintegralwerte untersucht werden, soll die
Multiplikation noch verallgemeinert werden. Weiter oben im
Abschnitt 3 wurden bereits die in dem System von Vektoren und

¥ ' .
Skalaren auf der Kugeloberflidche auftretenden verschiedenen
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Arten von Multiplikationen definiert. Man erhielt:

Skalar mal Skalar = vVektor,
Vektor skalar mal Vektor = Skalar,
Vektor vektoriell mal Vektor = Skalar,
Skalar mal Vektor = Vektor,

Skalar vektoriell mal Vektor = Vektor.

In jeder dieser Beziehungen treten jeweils drei Gr8pen auf, die

man unter Verallgemeinerung der Formeln (41) bisg (45) den drei

Orthogonalfunktionen 19#‘(9’,)), Yk(*i’,l) und lgl(t",)) in dem
?ripelintegral zuordnen kann, In jeder dieser Beziehungen er-
scheinén Vektoren entweder gar nicht oder paarweise. Dement-
sprechend kénnen wir bei allen diesen verschiedenen Arten der
Multiplikation nur entweder ein aus drei skalaren Funktionen
aufgebautes Tripelintegral oder ein aus zwel Vektoren und

einer Skalarfunktion aufgebautes erhalten. Dementsprechend

wollen wir jetzt ein verallgemeinertes Tripelintegral

b
] o Y
911 lg 1, "ky

untersuchen. Das Zeichen o stellt fiir x= O eine skalare und

fir X % 1 eine vektorielle Multiplikation dar. Unter Verwen-

dung von (4) und (32) erh&dlt man flir das rein skalare Tripel~

integral

0 0 -m,,0
¥ _ m3 13(m+m ) m1, m2, 37 .
xlekziﬂh = (~1) " e 1710703 Qn1 an Qna

m,,0 nb,o n%,o

1
m,Hm Q Qn
1 2Ty Qn1 n2 3

&

(46).
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Dabei gilt fiir die Beziehung zwischen den kj, m und D die

Formel (3) sinngemdB. Ersetzt man in dem halben Integral
rechts in (46) z durch =~z, wendet die erste Formel von (35)

an und.addiert die andere HHlfte des Integrals, so folgt unter
Berﬁck;s:l,chtigung von m1+m2+m3 = zm3 = gerade:
3

Y, ¥ vro=§ ,
ky Yy Yy ™ Om g mg 2_ %, O, %y

Zunichst erkennt man, daB das Tripelintegral (46) nur flir
m1+m2 = mg nicht verschwindet. Das ist ein Ergebnis, das wegen
der gleichen )-Abhlingigkeit der )gl(‘/’_,)) nach (22) auch flir
das zwelte Tripelintegral gelten muB:

o) }th,s1 ‘o MarS2 Hgig (47).
19 1 ‘g 1 m1 my /4 n, n, Qn3

Hierbéi gilt fir die Beziehung zwischen den Indices neben Formel

(3) auch die Formel (15). Ersetzt man in (47) .die ¥2§’S(z) nach

(23), so folgt '

e <K (U:1 U:2 "V:1 sz) Q:yO
- ™= § (51752 1 fp Pq Mo 3
(O, Vo =V, Un) 9
: 1 2 1 2 3

dabeil gilt die obere Reihe rechts fir reelle Integralwerte und

die untere flir imaginire. Falls man nun die Um(z) und die Vm(z)

nach Formel (30) durch die Q Y(z) ersetzt, folgt

7
’ T m.,, 1 =1 m,,0
: -, - 1, Saet M et 1yt
o v* =% AR el ‘Qn ©n, +Qn “n, ’Qn
%h1 1 m,+m, , M3 -
111 m2l -1 1: 1m21 m3,

TG Gy "% Gy %,
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Jeweils in dem zweiten Integralterm der Qg(z) wird z durch

-z ersetzt und Formel (35) angewendet:

. o . Lo "™
n1 n2+n3+s1 32 L4

* Sq=8,mK+2
olf, ¥ _ 1782742 14 -1y
oW, ks é’m1+m2,mB :

- Q Q - Q
n, n, Dq

2

(48) .

Uber das in (48) ganz rechts stehende Tripelintegral sei noch
vorweggenommen, daf es nach Formel (64) verschwindet, wenn die
Summe von zwel n~Werten gr&fer als der dritte Wert ist, Daraus
ergibt sich, daB die Reihe (44) der Produktfunktion h&chstens
maximale GroBkreiswellenzahlen ny enthdlt, die gleich der Summe
aus den entsprechenden Wellenzahlen der Faktorenreihen (41)

und (42) ist. Falls man allgemein Reihen bis zu einer festen
maximaien Wellenzahl n=N verwendet, so muB man nach einer Multi-
plikation alle Reihenglieder mit Wellenzahlen n zwischen N+1

und 2N weglassen. Der dabel entstehende Fehler wird mit einem
Wort aus der angelséchsischen Literatur truncation~Fehler genannt,
Die Formel (48) 148t jedoch noch weitere Auswahlregeln bei

der Multiplikation erkennen., Das Kronneckersymbol als erster Faktor
auf der rechten S eite von (48) besagt, daB die zonale Wellen-
zahl Mg der Produktfunktion nur gleich der Summe oder - wegen

der Mdglichkeit von negativen m-Werten - gleich der Differenz

der beiden Wellenzahlen m, und m, sein kann. In einem Produkt
kénnen&also nur zonale Wellenzahlen aus der Summe oder der

Dif ferenz der urspriinglichen zonalen Wellenzahlen auftauchen.

Die Potenz von i= Y—1 tritt in (48) auf, weil mit komplexen
Wertén gerechnet wird; sie bewirkt Ubergédnge zwischen sin mA - und

cos m N -Werten. Auf Einzelheiten kann verzichtet werden, da
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spiter zu reellen Werten libergegangen wird; dann kann man

den EinfluB dieser Potenz auf die reellen Werte betrachten.,

Der nédchste Faktor mit dem Bruchstrich stellt Qieder eine
Auswahlregel dar, die auch im Reellen gilt, Wenn die Summe

aus den drei GroBkreiswellenzahlen, den beiden Kennzahlen fiir
Rotations~ oder Divergenzfreiheit der belden Vektoren und der
Kennzahl O flr den Skalarprodukt bzw. 1 flir den Vekﬁorprodukt
ungerade 1st, verschwindet das Tripelintegral links in (48),

Das ha# als Konsequenz: Multipliziert man einen Vektor mit
gerade% Wellenzahl n skalar mit Vektoren einer festen Grof=-
krelswellenzahl, die in bezug auf Rotationg- bzw. Divergenz~
freiheit mit ihm tbereinstimmen, so erh#lt man einen Skalar mit
Wellenzahlen, die gerade oder ungerade sind; ienachdem, ob der
zweite Vektor eine gerade oder ungerade GroBk#giswellenzahl hatte,
Stimmen Rotations- bzw. Divergenzfreiheit nichﬁ tiberein, so sind
beim Ergebnis gerade und ungerade miteinander?zu vertauschen,
Durch die Verwendung des Vektorprodukts erfolgt eine abermalige
Vertaugchung. Entsprechende Auswahlregeln gelﬁen auch fiir die
Multipiikation eines Vektors mit einem Skalar; Auf die
Interpfetation des rein skalaren Tripelintegrals (46) gehe ich
nicht n#dher ein, weil es bereits von Silberman [10] berechnet,
untersucht und angewendet worden ist. Bevor flir das in (48) rechts
stehende Integral ein zur Berechnung geeigneter formelmaﬁiger
Ausdruck abgeleitet wird, soll noch der entsprechende Koppelungs-
koeffizient, also das Analogon des Tripelintegrals (47) flr

reelle Reihen (37) bzw. fiir die entsprechende Reihe der skalaren

Funktionen
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1 fdr 6=0

yu ($2) = -12- Ve, {Yk(f.l) vy (-f,)\)} (49)
: 1 sr o= »
mit M= n“+2m+1~6; Ofmen; G=
0,1 sonst

abgeleltet werden. Um Vektoren und Skalare durch einheitliche
Formeln darstellen zu kdnnen, wird eine reelle Funktion } (#,2)
wie folgt definiert:

n(PA)  flir v=1 mit n= 2n%+4m -26 -s
3("1)) = 191 , ! 2

yp(f,2)  flr v=0 mit M= n® + 2m =6 + 1

Ganz entsprechend wi:d}(*f,;l) durch die entspreahenden komplexen
Funktionen dargestellt, Die drei Funktionen des Tripelintegrals
werden durch die Indices 1,2,3 unterschieden, die man auch an
den Indexzahlen Yeps Ny & und v wiederfindet, Die Tripelinte~

grale (46) und (48) lassen sich damit 2zu der einen verallgemeiner-

ten Formel

1 flr my+oy+my=0 S- K+E+2s, 1 flir L+S+ xgerade
31 °5233 - & ' '
O sonst O sonst

My eV To,=V,  Mo,Vq (50)

. Q Q
4 ) Q“3

zusammenfassen; darin ist

8 = s1+sz+s3; L = n1+n2+n3; E = u1+v2+\g und U2 = U1+V3.

Flir das Tripelintegral der reellen Gr&B8en erhdlt man mit (49)
und der entsprechenden Beziehung fiir die Orthogonalen Vektor-

funktionen
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1 m25m3 , g ¥ ¥y ¥
=30 3= aZ 3103 3 + =T gﬂ 03253
G
1) ;(

5o - 333)

" i3e5 - FF)
%(5105233 373

darin gilt 2 = G}+-O’+-6’, bel der reellen Funktion Zj(f,A)

b
1

j=1 den Imagindrteil der

komplexen Funktion j(f,A) dar. Aus der Definition von
j(‘f,;\) nach (4) bzw. (22) in Verbindung mit (23) bis (25), (32)

stellt G'j——-o jewells den Realteilund . &

und (35) 188t sich ableiten:

. » mj !
3:]("’1) = ("1) 3:-'("’]) ’

1]
wobel der Strich rechts am jj (¥,A) andeuten soll, daB statt mj

die Zahl My einzusetzen ist. Bericksichtigt man dies und

Pormel (50), so erhdlt man fiir das reelle Tripelintegral

]/ﬁm £m2 Em3 s+ S-X4E-Z 1 fir S+z+ Kk gerade und I+Z gerade
L. -1 2 2 d

J= 0 sonst
sonst N % ©n
1 2 3
m, +G’ -m, ,V ., MmN,
(1 fike m=m2+m3) -1t n1' 1 Q‘;‘z' 2 Qn3' 3,
O sonst 1 2 3
m.,+G- ™, , Vv "-’fn'i,—vz )
1 fir mpemgtmg) gy 2 2Qn1 1 Q Q‘n“3 3,
O sonst 1 2 3
+6l3 m.] r v.‘ m2 r —02 -.ml3 Iv3

% % %

1

o5 m
(1 flr m3=m1+m%) (=1) 3
3

O sonst
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und dies kann man schlieBlich zu der folgenden Formel zusammen-

fassen:
1 1 flix X1+X2+x3=0 1 flr 8+Z+ K und L42 gerade
0 sonst 0] sonst
StE=X -2 5 gt
(~1) x1lv1 Xor=v X
' {EN”«‘E_——?‘:—' ) Qn an 2 Qn3 3 (51)
my *my *mg 1 2 3
»1 fir mq3m,+m, ~m, fir j=q
mit gq= ¢ 2 fiir my2my+mg und mg¥0 und X.=
3 J £1i
3 sonst mj r 3 ¥

Jetzt soll fiir die in (48), (50) und (51) auftretenden Tripelinte-

grale Uber 2z

My Xy mz,rz M3,Ty
Qn1 an Qn3 mit mytmytmg = ro+r,tr,=0 (52)

eine Formel angegeben werden, die zur schnellen und exakten Berech-
nung mit einem Elektronenrechner in Gleitkommadarstellung geeignet
ist. Filir.den Fall, daB alle rj {oder alle mj) verschwinden, erhilt
man aus ﬂ52) wegen der Beziehung (32) das Tripelintegral itiber die
Legrendre'schen Polynome, filir die Silberman [10] folgende Formel

abgeleitet hat

n.,-+n.-n
m,,0 mz,O nb,o m, m, “3 ! 23 2
1! — = (=
Qn Qn Qn = Pn Pn P = (-1} 1{(2n1+1)(2n2+1)(2n3+1).
1 2 3 1 2 3
(n1£n2~n3—1)1! (53)
* T (n,,n,,n,,m rm21m3)
(1, +n,41) 11 (4na-n. ) 1 (n+,-n,) 1! 12r3t
T 2 Ny g™y )2 2 iy Ty™ R,/ 20
(n,+m,) ! (n,~m,) ! (n,-m,) !
g R M e T (54)

nm,
. R
mit T (ng, Ny ,ng,my mymg)=(=1) '\/(n1—m1) [Ty wm,) | (nghy) |
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min-b,-C)< ) (b) ()
und mit W(a,b,c; = {=d) ! aly By (e)y
(a,b,c:;d,e) &=V T | (d)k (e)k g (55),
=
Dabel bedeutet (a)k = a*(a+1) .., (a+k-1) das Pochhammer~Symbol
und kil = k*(k-2).... (2 flir k gerade, sonst 1); es gilt (=1)11=1.

Das Tripelintegral (53) verschwindet, falls ny+n,+n, ungerade ist.
Die Formel (55) ist nur flir @21 sinnvoll; fiir €<1 nimmt man statt

dessen

et -
~€) | (=b) ! (=) ! (=
Wia,b,crd,e) =S B LHEI yiai1—e bt1-e,ct1-eidt1me, 2-¢), (56)

das man in diesem Fall aus (55) durch einen Grenzilbergang erhdlt,

Ist in (54) n»n,+n, und m1£n1, so wird in (55) e<1. Dann gilt

Formel (56); dort erh&dlt man fiir e~c~1 den Wert Ny+n,=ng, der <0

ist. Damit verschwindet W(a,b,c;d,e), weil der Ausdruck (e-b-1)! im
Nenner von (56) unendlich wird. Also verschwindet T(n1,n2,n3,m1,m2,m3)
fir n3>n1+n2 (57).
Die Rechnung mit der in (55) rechts stehenden Summenformel filir
die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe kann bei einer gr&Beren
Zzahl von Summanden dazu filihren, das8 Abrundungsfehler iliberhand
nehmen, &eil man Differenzen von zu grofen Zahlen bilden muB. Die
Reihenglieder in der Summe von (55) nehmen flir kamin (-b,-c) dem
Betrag nach ihren gr&Bten Wert an und haben gleichzeitig alter-
nierende Vorzeichen. Durch geeignet Zusammenfassung von je zwei
Reihengliedern, die etwa spiegelbildlich zum mittleren Glied liegen
und Ausklammern der stark wacksenden Faktoren, kann man diese

Gefahr der zu groBen Abrundungsfehler weitgehend ausschalten:



-38~

Sei -b<-c .und [>= [—b/Z] ; Sowie y= [—(bﬁ1)/2] , 80 verwendet man
(58)

-.b "
(a);,(b) (c)k (a) gl (-b)'(-1) & ("B)k '(1»—:1-:3) (1-e~a) (a+1+mk(c+1+rs 32]

‘F{rsﬁ

{kk~ﬁ)/(-k~1-ﬂ) flir b gerade
t §<=

1 sonst
Ist Ubrigens in der Summe a = @ oder ¢ = d , so lassen sich diese

beiden Faktoren herauskiirzen, dann erhédlt man eine echte hypergeo-

metrische Reihe, in der die Variable den Wert 1 hat. Daflir existiert

die folgende Summenformel (vergleiche z,B, Wittaker u.a, [13]

S. 282):

T (@) () e [ema
k (€)' ] (ema=b) _ (e=1)! _ (e-a-b-1)!
""—"‘"‘E""‘ F(a b; =H 1) _T"(e-a)'r'(e'-b) (e_a_,_»] ) 1 (e"b“])! (59)

Im Falle a=e erhilt man nach der gleichen Formel

-b
(P)y (S (a=1)1 (d=b-c-1)! o)
5 (@, kI~ (d-b-T)! (d-c-T)! ’ o

Doch nun zuriick zu einem weiteren Spezialfall des Tripelintegrals

(52). Sind alle mj und alle rj=0, so findet man bei Wittaker u.a.

ﬁB] auf S 331 einen summenfreien Ausdruck flir das Integral (52):

n,+ +n +N4—T1
- VQnHMm+nQnH)A< % P - %a(‘z 3
Qﬁ,oqgﬂ%gfn__Po Fo1§T +
4y, 3 1 2 3 1+njH1+1 +n r%
A (023
s 11
mit A(x) = iZEE%l;; £ir nj+nytng gerade, (61)

sonst verschwindet der Wert des Integrals.

Nun weiB man aus der Theorie des Drehimpulses in der Quantenmecha-

nik, z.B. dem Buch von Edmonds [12} , daB sich das Tripelintegral

(52) in zwei PFaktoren zerlegen ldgt, deren einer nicht von den mj
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und deren anderer nicht von den rj abhdngt. Um die Berechnung
zu vereinfachen, wird noch ein weiterer Faktor abgespalten,

der nur von den nj abhidngt:

o V' F1herRe Barky

n1 an Qn3 =G(n1 :n25n3) 'T(n1 ¢n2;n3,m1 ym21m3) IT(n1 'n2'n3'r1 ,rz,rs) (62).
Man Uberlegt sich nun leicht, daB man fiir die Funktionen T in (62)
genau di% T-Funktionen aus (53) nehmen kann, Setzt man dann
mj=rj=o, 50 kann man T(n1,n2,n3,o,o,0) aus (53) und (62) elemi-

nieren und‘erhélt

2
Stnpm )= (2n,#1) (2ny#1) (204+1) [t 4n,np=1) 1] B
[(n1+n2+n3+1).'.'(n2+n3-n1)1!(n1+n3-n2)!!]2 Pg ]:-’1_1:'j o,
1 M2 T3
Entnimmt man den Wert flr Pg Pg 'p®  der Formel (61), so erhdlt

1 Dg DBy
man

_ .1/ (2n1+1) (2n2+1) (2n3+1) (n1+n2-n3) '

G =
(n1 1By ,n3) (n2+n3—n1 )} (n1+n3-n2) ! (n1+n2+n3+1) ! (63)

Man kann %urch Grenzbetrachtungen zeigen, daB diese Formel auch dann

richtig bleibt, wenn n,+n,+ng ungerade ist. Dieser Ausdruck ver-

schwindet fiir n1>'n2+n3 und n2>n1+n3. Flr ny > n, +n2 strebt
G(n1,n2,n3) zwar gegen oo , doch streben gleichzeitig beide T~
Funktionen in (62) gemdB (57) gegen Null, so daB insgesamt auch

in diesem Fall das Tripelintegral (52) verschwindet. Wir erhalten
My, Xy MoeTy MayrXs .

also den Satz Qn1 an Qn3 = O flir n1>n2+n3 oder n2>--n,|+n3

oder n3>n1+n2 (64). SchlieRlich 1&8tsich nun auch eine summen-

freie Formel filir T(n1,n2,n3,0,0,0) angeben, indem man in (53)

mj:o e A (n,+n,+n,+1) 1! (n,+ )1 (n,+ )1
———Z. (n, .40 11 (n -n,) 1 (n -n,) ! e
) 1713 2 3™y L T U -
T(n,! ,nz,n3,O,O,O)= -1 Pn1Pn2Pn3

Y (2n+1) (20,+1) 2ng*+1) (0, +n2-n3-1 )it
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Setzt man flir das rechtsstehende Integral den Wert aus Formel (61)

ein, so erhdlt man fiir n4+n,+ngy gerade:

e e R S (nf""z*ns)f

ey 2T

T(ny,11p,113,0,0,0) = (~1) 2 m‘nz"nz'nf””(n1*n3‘nz“”” :
!

3z
Daraus ldgt sich fiir W(a,b,c;d,e) folgender Ausdruck ableiten,

falls a+c=1 und d+e=2b+1 iét:
W(a,b,c;d,e)=0 flir a-~d gerade sonst

W(a,b,c;d,e)=(-1) 2 '2~b'2—512—e"7")"? (=d=a)!!l (~e~c) 1! (65) .
—z

pamit hat man alle Formeln zur Hand, die eine schnelle Berechnung
des Tripelintegrals (52) ermdglichen: Zundchst zerlegt man das
Integxal'nach (62) in die PFunktionen G(n1,n2,n3) und
T(n1,n2,n3,m1,m2,m3). Der Wert flir G wird nach (63) berechnet,

der von T nach Formel (54); dabei tritt die Funktion W auf. Diese
wird je nach den Werten ilhrer Parameter nach Formel (65), Formel (56)
oder Formel (55) berechnet. Die dort auftretende verallgemeinerte
hypergeometrische Reihe wird je nach den Werten ihrer Parameter

nach Formel (59), (60) oder (58) berechnet. Damit ist das Problem

der Multiplikation im Wellenzahlenbereich geldst.

8. Die Division durch einen Skalar

Die durch Reihen von Kugelfldchenfunktionen dargestellten
skalaren Felder und die entsprechenden Vektorfelder konnen auch
durch ein skalares Feld dividiert werden. Man erhdlt aber nur
dann ein stetiges Ergebnis, wenn der Divisor an keiner Stelle
derx Kugelobexflache verschwindet. Den Fall einer behebbaren

Singularit#t,also den Fall, daB der Z&hler auch an den Stellen
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mindesten§ von gleicher Ordnung verschwindet, an denen der

Nenner Null wird, soll nicht betrachtet werden. Die Division

igt also nur durch solche Reihen gestattet, deren konstantes

Glied so groB ist, daB die Reihe flr keine Stelle der Kugelober~
fldche den Wert Null errxeichen kann. Die Division wird dann in einem
impliziten Iteratatlonsverfahren auf die Multiplikation zuriickge- A
filhrt. Soll der Quotient der gegebenen Reihen £(¥,)) und g (¥,A)

mit g(¥A) # O fir alle ¥ und ) gebildet werden, so setzt man

Inabh)) = 0 und iteriert nach der Formel

hyyq (1) = hy(9,2) +[£(£3) = g(£,)"hy #.4)] /2 (66) .
Darin ist die Iterationskonstante « durch

“=g? /3 )67)
gegeben, Wenn das Iterationsverfahren konvergiert, erhdlt man das

gesuchte Ergebnis h(¥,A) = £(¥,2) / g(¥,A) aus

h(¥,2) = lim hj(?,))

Um die Konvergenz zu beweisen, definiert man zundchst die folgende

Norm n) =4 82 .

Wa———

h? besteht aus der Quadratsumme aller Koeffizienten der Reihe
h(%,2). Die Konvergenz der Iterationsformel (66) ist gesichert,
falls die Norm der partiellen Ableitung nach hj(?,l) auf der

rechten Seite von (66) unterhalb einer festen Schranke D bleibt,

die kleiner als 1 ist:
(1 = g/l D (68) .
Aus der Normdefinition folgt
1 - g all? =1+ g?/a? - 25 /o,

verwendet man die Definition von « durch (67), so ergibt sich
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2 - ) - Y -
Il - g /) =1+3°/g°~23% /g% =1-3% /g%,

welches gewiB kleineral s 1 ist. Damit ist die Konvergenz des
Iterationsverfahrens mit Formel (66) bewilesen.

Rechnet man mit den Koeffizienten der Reihen, so kann man die
Iterationsformel (66) jedoch nicht exakt anwenden. Denn bei jedem
Iterationsschritt wiirde die maximale Wellenzahl N, der Ergebnis-
reihe hj(f,k) zunehmen. Das ergibt sich aus dem in der Iterations-
formel rechts stehenden Produkt g(*,ﬁ)'hj(f,X), dessen maximale
Wellenzahl gleich der Summe der maximalen Wellenzahlen der Faktoren
ist., Man wird die iterierte Reihe hj(?,l) nach einer Wellenzahl

N3 abbrechen, die gleich dem Maximum aus den Wellenzahlen von £(¢,2)
und g(¥,A) ist, Wegen dieses truncation~Fehlers, kann man den

Quotienten von zweil Reihen nur ndherungsweise berechnen.

Das Divisionsverfahren 1ldRt sich auch auf die Division von Vektor-
feldern durch ein Skalarfeld ausdehnen, Dann sind £ (4,1), h(¥ Q)
und hj(?,l) Vektorfelder, Die oben dargelegte Divisionsmethode

und der Konvergenzbeweis sehenvganz analog aus und sollen deshalb
nicht noch einmal dargelegt werden, Lediglich an‘einigen Stellen
ist statt der gewShnlichen Multiplikation die Muitiplikation eines

Vektors mit einem Skalar bzw. in der Normdefinition das innere

Produkt zweier Vektoren einzufiihren.

Die Division nach diesem Verfahren ist sehr rechenintensiv, da

bei jedem Iterationsschritt in (66) ein Produkt aus zwel

Reihen nach der im vorigen Kapitel angegebenen Methode berechnet

werden mufB.
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9. Die Darstellung der Bewegungsgleichungen

Beli meteorologischen Beréchnungen mit den aus Kugelfl&dchen~-
funktionen und Orthogonalen Vektorfunktionen aufgebauten

Reihen sind noch einige Gesichtspunkte zu berilicksichtigen,

die im folgenden angegeben werden. Den AbschluB dieses Kapitels
bildet eine einfache Methode zur Berechnung des globalen Wind~-
feldes aus dem Geopotentialfeld. Zunédchst miissen die Bewegungs-
gleichungen in exakter Vektordarstellung geschrieben werden.
Flir die totale Ableitung des Windvektors~u> nach ger Zeit t

erh&dlt man unter Fortlassung der Argumente‘f,) I
alf MW, .1
a—t-— = g—t + grad (*2‘10’10) - 10 x rotRw .

In Aquatorndhe verschwindet der Coriolisterm; dort 1&B8t sich

das Horizontalwindfeld linear nur durch einen Bodenreibungs-
ahgatz balancieren. Der darin auftretende Bodenreibungsfaktor B
kann auch Qom Ort, %.B. von der Land-Meerverteilung abhidngen. Im
einfachsten Fall wird man B konstant ansetzen. Flir die Horizontal-~
reibung fiihrt ein Diffusionsansatz mit der Diffusionskonstanten

H auf den Ausdruck H (—2—2- 10 +d 10 ).
R

Darin tritt -~ wie zu erwarten - der vektorielle ﬂaplacé-Operator
auf, der durch die Fcrméln (11) und (12) definiert wurde.
Auperdem erh#lt man noch einen Antell von der Form eineg linearen
Bodenreibungsterms; er ist sehr Klein, da in seinem Nenner das
Quadrat des Erdradius R steht. Inggesamt erhilt man folgende

horizontale Bewegungsgleichung (unter Verwendung des auf 8. 11
' definierten x~Produkts):

0, grad(310-10)- 10 wolg 10~ 10 - (69
~qrad @ -BW+ HE-2D+4W) =0



Vernachldssigt man die Beschleunigung und die Horizontal-

reibung, so kann man diese Gleichung nach)ﬁ’auflbsen:

10= (-B grad@ + f x grad@) / (B%+£2) (70) .

Der Nenner verschwindet dabeil nirgends. Somit ist dies die ein-
fachste Formel, um aus einem Geopotentialfeld @ ein Windfeld ]0

zu berechnen, Eine iterative Verbesserung dieses Feldés mit

Hilfe der {ibrigen in (69) angegebenen Terme der Bewegungsgleigchung

ist mbglich,

Eine interessante Aufgabe besteht dabei darin, diejenigen Werte

von B und H zu finden, durch die das damit berechnete Windfeld

der Wirklichkeit am ndchsten kommt,
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