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VORWORT

Seit vielen Jahren beschBftigt sich der Verfagser
mit der Darstellung geophysikalischer Felder durch
Relhen orthogonaler Funktlonen,

Im Bericht Nr. 1 dieser Reihe wurden von ihm die
orthogonalen Vektorfunktionen auf der Kugeloberfliche
dargestellt; Bericht Nr, 5 befaft sich mit der Dar-~
stellung des Geopotentials der 500 mb~Fliche der Nord-
halbkugel dureh Kugelflichenfunktionen und durch na-
tirliche Orthogonalfunktionen,

Tn diesem Bericeht wird die Darstellung durch Reihen
orthogonaler Funktionen im allgemeinen dargestellt,
Dabel treten drei Schwerpunkte hervor:

1, Die Gemeinsamkelten der Darstellung von geophysi-
kalischen Feldern durch Reihen orthogonaler Funk-
tionen.,

2. Die besonderen Eigenschaften der im einzelnen ver-
wendeten Familien von‘Orthogonalfunktionen und wie
man diese speziellen Eilgenschaften anschaulich
physikalisch plausibel machen kann.

Dabel soll der Leser

3, erkennen lernen, flr welche Probleme die Darstel-~
lung durch Reihen orthogonaler Funktionen besonders
gut geeignet 1ist.

Dieser Bericht soll Mathematikern helfen, mathematische
Kriterien physikalisch oder geophysikalisch zu inter=~
pretieren; er soll den Geophysikern zeigen, wie sie ihre
Probleme unter Verwendung von mathematischen Theorien
18sen kdnnen. Der Bericht enthilt viele mathematische
Definitionen, Formeln und Ableitungen; auf kbmplizierte
Beweise wurde jedoch verzichtet. Sie findet man in der
angegebenen Literatur. Spitzfindige mathematische Formeln
sind vermieden worden, u.a. dadurch, da® man die Voraus-
setzungen fir die verwendeten Felder und Funktionen so



wihlte, daR die Formeln so einfach und tbersichtlich
wie m8glich blieben,

Alle wesentlichen Formeln sind vom Verfasser letmt~
endlich in numerischen Rechnungen verwendet worden.
Dementsprechend bleibt die reine Mathematik in dieser
Arbeit ein Bindeglied zwischen den physikalisch for=
mulierten Zielen und den numerischen Rechnungen. Relch~
liche Literaturangaben bei den elnzelnen Kapiteln
weisen auf Anwendungsbeispilele in der Meteorologie hin,
Diese Berechnungen und Untersuchungen wurden von der
Deutschen Forschungsgemeinschaft gefdrdert im Rahmen

des Schwerpunkts: Energiehaushalt und Zirkulation der
Atmosphlre; Arbeltsgruppe: Diagnose empirischer Felder
der allgemeinen atmosphirischen Zirkulation (selt 1973),
vorher: Empirische Erfassung und Analyse von groBkskall~
gen atmosphdrischen Feldern., Die entsprechenden Forschungs-
arbeiten in der Abteilung Meteorologie des Instituts flr
Meereskunde in XKiel stehen unter der Leitung von

Prof. Dr, Fr. Defant,.

Herr Dipl,-Math. Holger Detlefsen, Kiel, hat dankenswerter-
weilse das Manuskript durchgesehen,



ZUSAMMENFASSUNG

Es werden beliebige Funktionen im Hilbertraum durch
Reilhen orthogonaler PFunktionen dargestellt. Das Defi-
nitionsgebiet der Funktionen mupf dabei ein endliches

Map hesitzmen, Die Orthogonalfunktionen sind die Eigen-
funktionen eines bestimmten selbstadjungierten Eigen~
wertoperators mit nicht=-negativen diskreten Eigenwerten,
Der Operator wird aus einer Extremalaufgabe fir die
Eigenwerte abgeleitet, Die Eigenfunktionen sind nach

der GrdRe der Eigenwerte geordnet., Je nach der Extremal-~
bedingung erhflt man zwel verschiedene Arten von Opera-
toren, Eigenfunkticnen und Anordnungen der Eigenwerte:
Ordnet man die Orthogonalfunktionen nach der Norm ihrer
Ableitungen, so erh8lt man die mathematischen Orthogo-
nalfunktionen, sie 8ind nach dem Grad ihrer Glitte geord-
net, Hat man statische Kenntnisse der untersuchten Funkw~
tionen und ordnet nach der Norm des kleinsten statistischen
Fehlers der Teilreihe, =o besteht der entsprechende Ope-
rator im wesentlichen aus der Kovarianzfunktion des MeR-
wertfeldes, die zugehdrigen Eigenfunktionen Werden natir-
liche Orthogonalfunktionen genannt. Ihre Eigenwerte sind
die Varianzen ihrer Orthogonalfunktion.

Die mathematischen Orthogonalfunktionen fir eine geschlos-
sene Kurve sind die Sinusfunktionen, fir die Kugelober-
flidche sind es die Kugelfldchenfunktion bzw. ihre Ablei-
tungen, letztere im Fall von horizontalen Vektorfeldern.
Fir eine Strecke sind es die Legendre'schen Polynome,
und filr eine ebene Rechteckflidche Produkte aus zwel
Legendre'schen Folynomen, Bei der Anwendung der natlir-
lichen Orthogonalfunktionen werden einerseits vertikale
Funktionen betrachtet, bel denen die ridumliche Koordi-
nate der Luftdruck ist, dabel werden auch unterschied-
liche physikalische MeRparameter in einer Orthogonal-
funktion zusammengefaft. Andererseits werden horizontale
Funktionen betrachtet, die auf einer ganzen Hemisphire
definiert sind und bei denen die natlirlichen Orthogo-
nalfunktionen durch RKugelflichenfunktionskoeffizienten



dargestellt werden.

Filr alle Typen von Orthogonalfunktionen werden An~
wendungsbelspiele aus der Meteorologie gegeben, und

es werden diejenigen Eigenschaften jeder einzelnen
Punktion ausfithrlich dargestellt, die flr ihre Anwen-
dung in Meteorologie oder Geophysik von Bedeutung seln
kénnten, Im wesentlichen sind dies: die Patenreduktion,
die Spektraldarstellung, die Herausarbeitung des Wesent=-
lichen, die kontinuierliche Felddarstellung, die Verein=
fachungen beil Differentation und Integration, Darstel-
lungen auf der Kugeloberfliche, objektive und optimale
Klassifikation, Vereinfachung von statistischer Inter-
pdlation, Vorhersage und Analyse aus Punktwerten, sowie
weitere Vorteile bel der Verwendung in numerischen Mo~
dellen.



ABSTRACT

Arbitrary functions in Hilbert~space shall be represented
by series of orthogonal functions. The definition area

of the used functions must have a finlte extension. The
orthogonal functions are the eigenfunstions of one definite
selfadjoint elgenvalue operator with non-negativ discrete
eigenvalues, The operator will be derived ﬁ?om an extremal
problem for the eigenvalues, The eigenfunctions are
arranged according to the magnitude of the elgenvalues,
Declided by the given extremal problem two different

kinds of operators, eigenfunctions and arrangements of

the eigenvalues are obtained, If the orthogonal functions
are arranged according to the norm of their derivatives,
then mathematical orthogonal functions. are arrived at,
They aré arranged according to the degree of smoothness,

If a statistical knowledge about the investigated functions
is at hand, and if the functions are arranged by the norm
of the smallest statistical error of the truncated series,
then the operator essentially consists of the covariance-
function of the measured field. The corresponding eigen-
functions are called empirical orthogonal functions, or
modes, The eigenvalues are the variances of their own
orthogonal functions,

The mathematical orthogonal functions for a closed carve

are the sine functions. Those for the surface of the

sphere are the surface spherical harmonics. If horizontal
vector field are used wé obtain the surface vector spherical
harmonics. For a line segment the Legendre'polynomes are
obtained and for a plan rectangular surface a product of

two Legendre polynomes as orthogonal eigenfunctions.,

Considering empirical orthogonal functions, on one hand
vertical functions were considered in which the space-
coordinate is the air pressure. In this cagse different
measured physical paramcters are comprised into one
empirical orthogonal fuiction. On the other hand horizon-
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tal empirical orthogonal functions were consldered,
which are defined on the total hemisphere and which
were represented by serles of empirical orthogonsl
functions which themselves are represented by the
coefficients of spherical surfage harmonics |

For all sorts of opthogonal functions examples of
applicationg in. Meteorology are presented. Those
properties of each individue funection is especially
represented which appears to be of importance for an
application in Meteorology and Geophysie, These properties
are essentially the reduction of data, the spectral
representation, the find out of peculiarities, the
continuous representation of fields, which simplifies
the differentation and integration, the representation
on the'gurface of a sphere, objective and optimal
clagsification, simplification of statistical interpola~
tion, prediction and analysis from discrete values, as
well as further advantages by use in numerical models,
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1. EINLEITUNG

Die Meteorologie, wie auch die Ubrigen Zwelge der Geophysik,
befassen sich mit physikalischen Grdfen, auch Variable oder
Felder genannt, die als kontinulerliche Funktionen von Raum
und Zelt auftreten, wie z.B. die Temperatyr- oder die Druck=-
verteilung, Sollen diese Gréfen ~ hier soll als Beisplel

die Temperatur genommen werden =~ numerisch, also durch Zah~-
lenwerte, dargestellt werden, so gibt es fiir die Art der
Darstellung zwel prinzipiell unterschledliche M8glichkei~
ten:

1. Man gibt die Temperaturwerte flir bestimmte riumliche
und zeitliche Punkte an, das ist die sogenannte Gitter-
punktdarstellung, oder

2. Die Temperaturwerte werden dargestellt durch eine Summe
von fest vorgegebenen Funktionen von Raum und Zeit,
wobel die einzelnen Funktionen mit variablen Koeffizien-
ten gewichtet werden. Ein Feld wird dann bei bekannten
Punktionen durch den entsprechenden Satz der Koeffizien=
ten dargestellt, das ist die sogenannte spektrale Dar-
stellung.

Bei der Gitterpunktdarstellung liegen die Werte nur an
diesen Gitterpunkten, jedoch nicht an den dazwischen lie-
genden Punkten vor.

Bel der spektralen Darstellung 1ld4Rt sich die physikalische
Gr8Re nur angeben, falls man die flr die Reihendarstellung
verwendeten Funktionen kennt, dann kann man die physikali-
sche Groke (z.B. die Temperatur) fir jeden Ort bzw. jede
Zeit, flr die die Funktionen erklért sind, ausrechnen.

Bel Verwendung von kontinuierlichen Funktionen ist die
spektrale Darstellung kontinulerlich. Daraus folgt dann,
daB es in diesem Fall bel Integration und vor allem bei
der Differentation pringipiell keine Schwierigkeiten gibt.



Anders beil der Gitterpunkt:arstellung. Dort sind die
Operationen der Integratior, der Mittelbildung und vor
allem der Differentation zinichst f{berhaupt nicht defi-
niert. Hier milsgen erst zusitzliche Annahmen gemacht
werden und es kbnnen Schwie:igkeiten prinzipieller Art
auftreten, speziell diejeniie, welche von den verschie-
denen mdglichen, aber notwe-digen, Annahmen dle richtige
sei,

Die nachfolgende Untersuchung befalt sich mit der zwelten
Art der Darstellung von georaysikalischen Gr&gen: mit der
spektralen Darstellung. Dabe!.wird das Definitionsgebiet,
auf dem diese geophysikaliscne Gréfe erklirt ist, als
endlich vorausgesetzt, Also e&in endlicher Zeitabschnitt,
wobel ein zyklisch sich wiederholender Vorgang wie ein
Tages~ oder Jahresgang als endlich gilt, oder bel rdum-
lichen Gebleten werden Punkte, Strecken, geschlossene
Kurven, Rechtecke und die Kugeloberfldche als Definitions-~
gebiet fiUr die darzustellende geophysikalische GrbBe im
einzelnen untersucht. Es ist klar, daB alle diese Gebiete
endlich sind. Die nach einer oder beiden Seiten unend~
liche Gerade, die ebene Fliche und der dreidimensionale
Raum sind als Definitionsgebiete flir geophysikalische
Variable nicht zugelassen. Streng genommen kann so etwas
bei den rdumlichen Definitionsgebieten in der Meteorologie

auch nicht vorkommen.

Zur Einfilhrung soll das betrachtete Feld nur aus zwei
Mefstellen bestehen, d.h. z.B., die Temperatur soll an
zwel verschiedenen Orten gemessen worden sein.



_3..

1.1. Darstellung von Feldern aus zwel MeBwerten durch
awet orthogonale Vektoren als Einfilhrung in die
Zielsetaung und Problematik des Themas

£(1), £(2) seien physikalische MeBwerte aﬁ den Stellen

1 und 2, zum Beispiel die Temperaturen an zwel verschie-
denen Statlonen zur gleichen Zeit.Die Menge der mdglichen
MeBwerte, also der physikalisch sinnvollen Temperatur-
werte werde mit¥W bezelchnet:

£(1), £(2) e W, (1)

Dann 14Bt sich der Zustand zu einem festen Termin durch

den Vektor
f(1)
I “per\ £(2) (2)

eindeutig beschreiben, Die Menge aller m&glichen Vektoren
werde miti}e bezeichnet:

by 5'52.

Um eine Verwechslung mit anderen Vektoren auszuschlieBen,
werden die Elemente von%}z auch h#dufig Felder genannt.
Sind f und g zwel Felder, so soll auch ihre Summe (als
Summe ihrer Komponenten) wieder ein Feld sein. Werden die
Komponenten eines Feldes mit einer beliebigen Zahl c
multipliziert, so soll das so entstandene Feld cf auch
zu‘%2 gehbren. Damit istﬂ%z ein Vektorraum geworden.

Unser Ziel ist es nun, den zweidimensionalen Vektor f
durch eine einzige Zahl ci'darzustellen. Dadurch wird
die Datenmenge reduziert, und man erh&lt ein Ubersicht-
licheres Bild liber die zeitliche Anderung von f. Bei
dieser Datenreduktion soll m8glichst wenig Information

verloren gehen.

Um diesem Problem ndher zu kommen, betrachtet man das

N&hrungsfeld _

fir .



Dabei soll = e L von der Zeit abhidngen, wihrend der
Vektor 84 \ﬁé fest vorgegeben, also zeitunabhingig

sein soll. & soll im allgemeinsten Fall die Menge der
komplexen Zahlen darstellen; hier genilgt eg, sich auf
reelle Zahlen zu beschrinken, Damit man featstellen kann,
ob das TFeld £4 sich von dem wahren Feld f mbgllchst
wenig unterscheidet, muR man die 0ilte der bereinstim~
mung ven £ und f1 messen kbnnen, Als Giltemgh wird die
1/V2~fache Linge des Differenzvektors

f1) - £,(1)
R I f’ (2) (H)
verwendet. Dastutemaﬁ ist :
ve o/ Ss) - £ (D7 (2(2) - £,(2)]%); (5)

Je kleiner v, desto besser die Ubereinstimmung. Fir den
Abstand v der Vektoren f und f, schreibt man-a@ch

[1£ = £,]] oger /(E-f,, 11, |1£]] wird auch Norm

von f genannt,

2 .
Dabei ist (f,g) = % Zlf(X) g(x) (6)
x=

das innere Produkt von f, g 5}62' Diese Definition unter-
scheidet sich von der Ublichen Definition des inneren Pro-
dukts um den konstanten Faktor %. Flir das GUtemaB ist

dies ohne Bedeutung. Doch steht jetzt rechts in der For-~
mel (6) statt der Summe, der Mittelwert liber das Produkt
f(x) g(x).

Der Vorteil dieser Definition liegt darin, daB der zeit-
abhingige Koeffizient ¢, dadurch gleich dem Mittelwert aus
£(1) und £(2) wird (vergleiche dazu Formel (17)). Wir be-
mithen uns also, ¢y SO zZu bestimmen, da®

2 2 2 2
=l je-g, [ 1° = (£-ry, £-£0) =|{£{]%= 2(£,£)+[ |1 ] ]
ein Minimum wird. Setzt man £ = ¢q 84 ein, so muB

2 2 2 2
112112 = 2 tr, 8) + o2 le, ]

ein Minimum werden oder

8v2

. 2 _
oL 2(f, 81) + 2 01||g1|| = O,



Daraus folgt (f, gi)

c, = . (8)
1 2
e, 1]

Die einzige notwendige Bedingung fiur g, ist g, $ 0.
Man erkennt, daR die Formel sich vereinfacht, wenn man

| lgy Il = 1 (9)
setzt. Damit erhdlt man

1 2
cy = (£, gy) = §%§1f<x) g4 (x) (10)

2
.01 2
mit 5 ) &,°(x) =1
7 L, Bt '

und man hat f durch f1 = Cq By anzundhern, Dabei macht
man den Fehler:

2
v = i_/]lfllz - (£, gi)é = J% zi(f(x))z {1‘(E1(x))2}.
x=

L8Rt man einen sweiten zeitabhidngigen Koeffizienten Cs el
zu, S0 kann man f exakt darstellen durch

£=oc,8 + 0,8, (11)
mit g, e‘ﬁa und g, zeltunabhingig, wenn g, so gew#hlt
wird, daR das innere Produkt '

(gl’ gg) = 0 (12)

verschwindet.

Der Vektor g, steht dann senkrecht auf g4, d:he g, ist
orthogonal gzu 8.

Aus Vereinfachungsgriinden setzt man wieder
|182|l = 1.

AuBerdem muf nach dem gleichen Schema wie oben

cy = (F, B) (13)

gewdhlt werden.



P ist bis auf den Faktor + 1 eindeutig bestimmt.

Aber wie wdhlt man 31?

Hier miissen nun zwel Fille unterschieden werden,

Haot man keine statistischen Kenntnisse, also keine

Erfahrung, Uber das Verhalten der Mefweptfelder f,

so wird man auf Grund der Austauschvorghinge zwischen
den beiden MeRorten annehmen kénnen, dap die Differenz
£{(1) -~ £(2) der beiden MeBwerte nicht zu grof wird.

Deshalb erscheint es in diesem Fall sinnvoll zu sein,
den Vektor g, so zu bestimmen, dap fir ihn \g1(1)~g2(2)$

ein Minimum wird, Es ist klar, dad ein derartiges B4
zwel gleiche Komponenten hat g4 =(i). Fir g5 erh#lt man

dann einen Vektor mit entgegengesetzten Komponenten

8, =(f%) oder g, =(_i). (Da der letztere Vektor wvon

dem ersteren nicht wesentlich verschieden ist, soll

er nicht mehr betrachtet werden), Dieses Ergebnis kann

man aber auch formal aus der oben angegebenen Minimums-

bedingung ableiten, Dies soll als Grundlage fllr weltere

Verallgemeinerungen dienen, Aus diesem Grunde soll dies

hier etwas ausflihrlicher behandelt werden. Durch eine

2x2-Matrix A = (a, ) 1848t sich ein Vektor f e452 linear

in einen anderen Vektor h e‘ﬁg abbilden

Asf = h A e, (13)

Die Menge aller zweidimensionaler Matrizen, die Elemen-
te aus‘%2 in Elemente aus"6,2 linear abbildet, werde dabei
mitﬂmz bezeichnet.

Die orthogonalen Vektoren 845 85 51}2 sollen jetzt die
Eigenvektoren einer speziellen Matrix A aﬂﬂgsein

2
Aegy = wy By, k =1,2, (14)

Dabeil sei der Eigenwert wi eine nicht negative reelle
Zahl, wi, wg e® . Mit B wird stets die Menge der nicht
negativen reellen Zahlen bezeichnet.,

Unsere Eigenvektoren 8y kbnnen dann nach der Grdfe der
Eigenwerte wi geordnet werden. Dafiir ist wesentlich,
dap die wi reell sind, es ist jedoch zweckmiBig, daB

sie nicht negativ sind. Um letztes anzudeuten, setzt



: 2
man wk statt wk.

Fir die Matrix A werde Symmetrie vorausgesetzt, also
By Byy Dadurch ist sichergestellt, daf die Eigen-
werte reell sind,

-
-

Zusftzlich soll A so gewhhlt werden, dapf die Orthogo-
nalvektoren nach der Gr&ke der Differenz lhrer Kompo=
nenten (MefRwerte) geordnet werden k¥nnen. Das Quadrat
dieser Differenz soll gerade der Eigenwert wi sein:

(g, (2) = gk(l))a = W§. (15)

Multipliziert man in Formel (14) die rechte und linke
Seite skalar mit By s SO erhdlt man wegen Formel (9)
rechts‘wi und wegen Formel (15) schlieBlich

(Agys g,) = (g, (1) - g, (2)% (16)

Dies ergibt, ausgerechnet unter Verwendung von Formel

(6)

Lag B2 ¥ 2, g (1) (@) + 5 ay, g2(2) = gh(1) + g(2) - 2, (1)g, (2)

oder :
G aym1) g2(1) + 21%F 2,,) g, (1) g, (2) + G ay,m1) g(2) = o.

Eine LOsung ist a,4 = a5, = 2, a4, = 854 = -2,also

{2 -2
A 'Lz 2)-

Dies A ist symmetrisch und hat nicht negative Eigenwerte,
und es ist auch die einzige L8sung mit diesen Eigenschaf-
ten. Die Eigenwerte sind

2 _ , 2 .
W, =0 und w," = I,

sowie die erwarteten Eigenvektoren

(1) - ()

Sind jetzt £(1) und £(2) wieder die Mefwerte an den
Stellen 1 und 2, so erhdlt man flr den 1., also den

wichtigsten Koeffizienten ¢4 nach Formel (10)



o, = 3 (£(1) + £(2)), | (17)

also gerade den Mittelwert der Mefwerte.
Der zwelte Koeffizilent

0y = 3 (£(1) - £(2)

stellt ein MaB fir die Abweichung beider MeBwerte von
dem Mittelwert dar., Den exakten Wert des MeRwertfeldes
f erh#lt man durch die Summatien der Terme, die aus dem
Produkt des Koeffizienten Cy mit dem Eigenvektor &y
entstehen, Vergleiche dazu Formel (11)!

Jetzt werde der andere Fall betrachtet, bei dem man
statistische Kenntnisse Uber das Feld f besitzt., Der
zeitliche Mittelwert einer zeitabhingigen Gr&Re c(t)
werde mit.

c(t) (18)

fo~13

- -1
¢C =7

t=1

bezeichnet. Darin ist T die Anzahl der Termine, auf der
die Statistik beruht.

Auch in diesem Fall sollen die orthogonalen Funktionen
gy Eigenvektoren einer speziellen symmetrischen Matrix
A eumz sein; '

2
Avgy = Wy 8, | (19)

mit den nicht negativen Eigenwerten wi. Stellt man den
orts- und zeitabhingigen MeBwert f(x) durch die Summe
von zwel Faktoren Cy und gk(x) dar, wobeil ¢ nur von
der Zeit und gk(x) vom Ort, aber nicht von der Zeit
abhingen soll:

£(x) = c gy (X) + cogy(x) flir x = 1,2, (20)

so sollen ¢y und g1(x) so bestimmt werden, daf das
Quadrat des zwelten Terms c,g,(x) = £(x) - ¢ g, (x), (21)
also des Fehlers beil der Approximation von f(x) durch
den ersten Term ein Minimum wird:
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1

cSlle, 1% =3 T (£(x) - ¢ g,(x))2 = Minimum, (23)

o100

x=1

— 2 _\Ter12
cp llepl 12 =112l17 + ol leyl1? - 2 5Ty =

= Minimum. (24)

Eine notwendige Bedingung fir das Minimum ist, dak die
partiellen Ableitungen nach c; und g4 verschwinden:

8 2 2 2

7oy callgal ™ = 2 eqlleg[17 - 2(8, gg) = o (25)
) 2 2 _ 2 - |

o8, collepl]™ = 2cpe -22 T =0, (26)

Aus der ersten Beziehung folgt

01 = — 27)
ey 1l
und aus der zweiten
c, I = 25 (28)
1 1 81 -
Setzt man hier links den Wert flr c, aus (27) ein, so
erhdlt man
2 . 2 _ 2 2
-fif, g,) = Wi gy mit wy = clllgill ; (29)

dabei ist wi eine von Zelt und Ort unabhéngige positive
Zahl.
Multipliziert man (20) mit gl(x) und mittelt lber x, so
folgt
2
(f, gl) = Clllgill + Cg(ggs gi)i

unter Verwendung von (27) folgt daraus

02(g2’ 81> = 0
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oder da dies fiir alle cy (zu allen Zeiten gelten soll),

(g5s 8¢) = 0}

(30)

also ist 85 orthogonal zu g4 .
Multipliziért man (20) mit ¢y und mittelt Uber die
Zeit, so folgt

c.l fzxs = 012 g1<x) + 01 02 gz(x);
unter Verwendung von (28) folgt daraus ganz entspre-
chend

T3 G O (31)
Multipliziert man (20) mit gg(x) und mittelt tber x,
so erhilt man unter Verwendung der Orthogonalitits~-
relation (30) fUr g, und g,

(£, 8y) = c,lleyll?

» B2 21187

oder (f, gz) .

02 = -l-l-"-'-—'-"é" » (32)

g2|l

Ganz entsprechend erhidlt man durch Multiplikation von
(20) mit c,, Mittlung Uber die Zeit und Verwendung
von (31)

.2
f Ch = Ch Boe

Bildet man jetzt den in (29) links stehenden Ausdruck
mit 25 statt g,, so folgt ganz analog zu (29)

2 . 2 2 2
f(f, gz) = W5 & mit wj = 02||g2|| .

wg soll aber nach (23) ein Minimum sein, also

2 2
LEREN P
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Allgemein haben wir erhal:en
2
T(f, g,) = W gy (33)

L 2 C 2 ? 2
mit wp = ep ||&|| y W & Wpq (34),

Dies ist nun die gesuchte Eigenwertgleichung (19) mit
der Eigenwertmatrix

i ( £(1)° F{D) - E(2)

A T (3ha)
2 F(1) £(2)°
] 2 2
oder A = (axy) mit 841 £(1); 8oy 7 £(2)
und a;, = a5y = (1) f(2) (35).

Die Matrix A besteht aus den zeitlichen Mittelwerten aller
Produkte der MeRwerte an den MeRorten, Da man flUr die
Berechnung dieser durch (19) definierten Orthogonalvek-
toren, die MeRwerte f(x), also Information aus der Natur
benbtigt, werden sie natirliche Orthogonalvektoren genannt.
Die durch (34a) definierte Matrix A ist auf eine spezielle
Art und Weise entstanden, es 1lst eine symmetrische Matrix,
die nicht-negative Eigenwerte hat, '

Flir die Eigenwerte erhidlt man

a

+a
2 11 722 1 2 2
W, = =I5 4 y(as,~a, )" + U a
1 2 2Vr 22 11 12 (36)
2 _ 811%8p 4 2 2
Wy = === - FY(agymagy )T hag, .
In die Eigenvektoren geht nur der Ausdruck
a,,~a a,,~a
P e+ 11 22 2 (37
Wo-w , _
O T

ein.
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(61 1+W). -e,/TW

81 e /T7W/ gy = e, /T+W (37)
-1 fiir a12>o und Wf05p

mit €4 =

1 sonst

-1 fﬂr'a12>o und W»o
und 52 =
: 1 sonst

Durch diese Wahl von'e2 erreicht man, dap der zeitliche
Mittelwert der Koeffizienten c,, P nicht negativ wird:

c; > 0,

2 2
. wWo-w -(a -3, )+2a
Bestimmt man © aus tg ez,%mga, 11 =2p ' 512

3
WyWa=(8y4~ayy)"28, 5

so erhdlt man die Eigenvektoren aus

( ) cos(e+%)) (—/5 sin (9+%)
g, = ) e, s S
1 /Z sin(e+%) e /2 cos (p+7)

Der Winkel © gibt an, wie stark die Eigenvektoren gegen-
iiber den mathematischen Orthogonalvektoren verdreht sind.

Nimmt man an, daB die zeitlichen Mittelwerte von f ver~
schwinden F(1) = f(2) = o, so wird der Korrelations- '
koeffizient r durch

812

Y811%20
dargestellt. Verwendet man diese Beziehung, so erhilt man
fiir den Eigenwert

a +3
o g2 g 5 5
wy =t 5 /2a11+322) thajjas,(rt-1),

entsprechend filir wg.
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Fir W ergibt sich
8117%2

W=
\/6311'a22)2+“ a11a22r2
darin sind 844 Und as, die Varilanzen der MeBwerte an den
Stellen x=1 ungd x=2,
Das sind die gleichen Werte wie die Quadrste der Streuungen,
Angenommen, dle Streuungen an beiden Meforten wiren gleich,
denn erhielt man flUr dile Eigenwerte

7

2 1 S
wi = 5 {agq + 2 /a11 a22lr|+ 855}

- (38)
wy = 5 {agy = 2 /gy aglrlr ant,

Man erkennt, daB die Eigenwerl den Varianzen By der Mefl~
werte proportional sind und ihr Verh#ltnis von dem Abso-
lutbetrag des Korrelatiohskoeffizienten abhéngt: Beim
Korrelationskoeffizienten r = + 1 verschwindet der zweite
Eigenwert wg. Dgr erste Eigenwert ist dann gleich der
Gesambtvarianz Wy F 844+ a5,
Denn unabhdngig von dem Korrelationskoeffizienten ist
die Summe der Eigenwerte gleich der Summe der Varianzen,
also gleich der Gesamtvarianz. Dies gilt auch, wenn die
Varianzen der Mefwerte unterschiedlich grof sind,
Die Differenz der Eigenwerte ist:
S v
wfawg = J(all—a22)2+ Mailazérzfuttigi- ;%ég + QPQAQEE%;;.
' 82 "8
(39)

dabei sind /5;; und /Egg'die Streuungen der MeRwerte.

Die Differenz der Eigenwerte ist also dem Produkt der
Streuungen proportional; sie wlchst auBerdem mit wachsen-
dem Absolutbetrag des Korrelationskoeffizienten und mit
wachsendem Unterschied der Quotienten aus den Streuyngen.

Haben wir eine Funktion £(x) mit dem Zeitmittel Null nach
(20) in zwei Terme ihrer natiirlichen Orthogonalvektoren
zerlegt, so stellen die Wurzeln Wy o in aus den Eigen-
werten gerade die Streuungen der jeweiligen Terme dar.
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Das folgt z.B. flir den ersten Term aus Formel (29).

Die Korrelation zwischen den Koeffizienten c, und c,
verschwindet gemi® Formel (31) und damit auch die
Korrelation aus den beiden Termen. Dies sind die wesent-
lichen Eigenschaften einer Zerlegung nach nattirlichen
Orthogonalvektoren.

2, DEFINITIONEN UND ALLGEMEINE MATHEMATISCHE EIGEN-
SCHAFTEN DER ORTHOGONALEN FUNKTIONEN UND IHRER
REIHEN IM HILBERTRAUM

Im ersten Abschnitt hatten wir Mefreihen von je 2 MeR-
werten betrachtet, Jetzt soll eine endliche Anzahl K
von Mefwerten, pro Termin angenommen werden:

£U1),.¢0,f(K) seien MeBwerte an den Stellen
X = 1,.040.,K zu dem Termin t,

Mit W werde wieder die Menge der mbglichen MeBwerte und
mit %JK der entsprechende K-dimensionale Vektorraum
aller Vektoren f mit den Komponenten f£(x) x = 1,...,K
bezeichnet,

Unser Ziel besteht nun darin, jeden Vektor f ELPK durch
méglichst wenig Zahlen CysenesCy mit k¥ = 1,...,K-1 dar-
gustellen. Wesentlich ist dabei, daB sich beim Uber-
gang von k-1 nach k die eventuell bereits berechneten
Koeffizienten Cyseses Ck-i nicht &ndern sollen. Bei
dieser Datenreduktion soll mdglichst wenig Information
Uber den MeRwertevektor

£(1)

£ o=

AL (K)
verlorengehen. Dieses Ziel soll jetzt noch einmal auf
eine etwas exaktere Art und Weise formuliert werden:

Analog zu Formel (3) definiert man das n-te N&herungs-
feld 1 £ n < K-1 durch
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£ =

cy By . | (4o)
n ok k ®k

He13

1

Dabel sollen die Cy E L nicht vom Ort, Jjedoch von der
Zelt abhidngige Zahlen sein, wihrend die Vektoren 8y e‘%K
fest vorgegeben und zeitunabhéngig sein sollen.

Damit man feststellen kann, wie stark sich das Feld £
von dem gemegsenen Feld f unterscheidet, wird die fol~
gende nicht negative Zahl v, &ls Gltemah der Uberein-

stimmung definiert:

v, = /TE-F,, T-F,) = |1e=£,11, 4 (41)

n n

darin wird der Ausdruck (f,g) fir f, g e 95 X durch

K
(f,8) = ) £(x) g(x) | (42)

1

=

X

definiert und inneres Produkt der Felder f und g genannt.
Die Formeln (41) und (42) sind die Verallgemeinerungen
der Formeln (5) und (6),

Das Ziel besteht nun darin, die zeitabhingigen Koeffizien-
ten Cye el:, k=1,...,K~1 so zu bestimmen, da® der Fehler
des n~ten Ndherungsfeldes ein Minimum wird:

Vn - ’If"'fnll =Minimum fﬁl’l 1’]_:1,,,.,K"'1, <u3)
Also

SVn . .

33; = o und vn < Vn+1 fir n=1,...,KkK~1, (4h)

Als Ldsung dieser Extremalaui’zabe erh8lt man durch Verall-
gemeinerung des Rechengangs d:r zu den Formeln (8), (11),
(12) und (13) fihrte:

(f, gk) :
R = Y k = \,---,Ku (LIS)

LRNIPTE

Dabeil ist cx dadurch festgel:3t, daR das K-te N&herungsfeld
hy gleich dem darzustellendel MeRBwertfeld sein soll
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H
i
Hy
1
IS

1ck 8. (Le)
AuRerdem folgt, dak die gk paarweise orthogonal sein
missen

(Sk: gm) = 0 fir m # k (47)

und nicht verschwinden dirfen. Die By werden deshalb
Orthogonalvektoren genannt. Aus Formel (45) erkennt
man, daf sie nicht verschwinden durfen. Wenn nicht aus-
driicklich etwas anderes gesagt wird, sollen sie auf
eins normiert sein:

(8> &) = g l1% = 1. (48)

Bevor auf die Frage eingegangen werden soll, wie man die
Orthogonalvéktoren gy erhilt, soll zun#chst eine weitere
Verallgemeinerung dadurch erfolgen, daB wir fiir unseren

Vektorraum‘%K unendlich viele Dimensionen (X = «) anneh=-
men, Das bedeutet: Die Mefwerte f(x) sind nicht an dis~

kreten Stellen x = 1,2,3,... gegeben, sondern auf einer

kontinuierlichen Punktmenge{Y.‘Dadurch erhdlt man statt

der Vektoren f, die Funktionen f mit dem Wertebereich 30
und dem Definitionsbereich ¥

fx) e ™ flir x e 9.

Statt%y schreibt man elnfach}ﬁ denn f wird auch Hil-
bertraum genannt, falls ein inneres Produkt (f,g) defi-
niert ist, das folgende Eigenschaften hat:

1. (f,g) ist eine komplexe Zahl fur alle f,g e:fy
also (f,g) ek
2. (ef,g+th) = c(f,g)+c(f,h)
fir- alle f,g,h e')ﬁund alle ¢ sﬁ
5. (g,f) = (£,8)%,
Dabei soll der Stern den Ubergang zum konjugiert komplexen

Wert andeuten. Aus (2.) und (3.) folgt
2a, (f,cg) = c*(f,g) filr alle f,g 3‘6 und ¢ el .
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Eine ganz genaue und ausfihrliche Darstellung liber Hilbert-
rdume findet man bei SMIRNOW (1962 b). Eine Verallgemel-
nerung der Definition des inneren Produkts filr ng, Formel
(42), das die Bedingungen 1, 2 und 3 erfiillt, ist

(f,g) = 5%57-‘l £(x) g™ (x) dx (49)

mit m(Y) = J dx,
<

Im allgemeinsten Fall ist dabei der Lebesgue~Stieltje
Integralbegriff zu verwenden. Seine genaue Definition
findet man bel SMIRNOW (1962 a),
Die Eigenschaft 3 bewirkt, da® das Normquadrat ||f[[2 = (f,f)
auch flir beliebige komplexwertige Funktionen f 51} reell
und nicht negativ wird., Sie ist fir reelle Werte ohne Be~
deutung. Flr beliebige Funktionen h(x), die in dem Defi-
nitionsbereich ¥ erklirt sind, stellt der Ausdruck

5%57 J h(x) dx
~

den r#umlichen Mittelwert der h(x) tiber alle x ¢ - dar.

L)

Flir die Elemente f eines Hilbertraums'ﬁr wird lediglich
noch verlangt, daR die Norm von f einen endlichen Wert

hat. Das bedeutet unter Verwendung der Definition (49)

flir das innere Produkt, daB das Normguadrat wvon f existiert
und endlich bleibt:

||f||2 = ﬁ%sji,llf(X)l2 dx < + o, (50)

Der Ausdruck rechts stellt jedoch gerade den rdumlichen
Mittelwert liber die Quadrate der Funktionswerte dar.
Derartige Quadrate von physikalischen MeRwerten, stellen
fast immer ein MaR flir die Energie dar. Formel (50)

besagt daher nichts anderes als "die Gesamtenergie unseres
Systems ist endlich"; dies ist gewiB keine Einschrinkung
flr 1} , sondern dies muB stets erfiillt sein, wenn die
Werte f(x) 0 physikalisch sinnvoll sein sollen.
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Die flr einen Hilbertraum erforderliche Volléténdig-
keit ergibt sich daraus, daﬁ‘ﬁ aus allen Funktionen
besteht, die die oben angegebenen Elgensehaften haben.

Uber den Definitionshereich ¥ der Funktionen f£(x) kann

an dieser Stelle nicht viel Spezielles gesagt werden,

da - abgesehen von den natiirlichen Orthogonalfunktionen =
die gesuchten Orthogonalfunktionen gk(x) gerade von der
Punktmenge v , dem Definitionsbereich der MeBwertfelder
f(x) abhingen. Ist zum Beispie1,3 »[~1,1J s, S0 erh#lt man

1
57 f h(x) dx = 3 f h(x) dx,
- -1
Ist ¥ die Kugeloberfliche, so stellt x den Einsvektor
im dreidimensionalen Raum dar, den man z.B, mit Hilfe
der geographischen Koordinaten ¢ und x,e-% <6< +% R
0 < A < 27 realisieren kann, man erhilt damit

™
h{(¢,2)) dr cos ¢ dé.

O +——nN

mlsy fh(x)dx= Tl%‘
g

nf 3 ———nj

Unser Ziel besteht darin, die Funktion f e‘@ , die von
Raum und Zeit abhingig ist, n&herungsweise durch eine
Reihe mit Gliedern aus zwei Faktoren darzustellen, wobei
der erste Faktor eine nur von der Zeit abhéngige Zahl ¢
und der zweite Faktor nur vom Ort x abhingig sind:

% |
£(x) ¥ £ (x) = kzick g, (x). (51)

Das liber den Raum gemittelte Fehlerquadrat von f(x) soll
fir K = 1,2,35+.. ein Minimum werden. Dabel milssen die
bereits vorher (fiir ein kleineres K) ermittelten Glieder
der Reihe (51) ungeidndert bleiben.

In Formeln:

2 2 2 .
||f~fK|| = (f—fK, £-£y) =|[£]]° = 2 Re {(£,£)} +||fK|| = Minimum,
(52)
Re{c} ist der Realtell von c.
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Nur wenn die gk(x) zueinander orthogonal sind,
(gk’ gn> = o fur k = n, ‘ (53)

kann jedes bereits vorher ermittelte Glied der Reilhe (51)
ungedndert bleiben. |

Dabei erh#lt man aus (52) durch Einsetzen der reghten
Seite von (51) |

X : X
_ 2 . 2 _ * 2 e
[e=£gl [ = [1£]1° - 2 kgiRe {e, (£, )} + k§1|°kl RERN

und dieser Ausdruck wird minimal fir
(f’gk) i

2 ]
| &, |

Ck-

(54)

denn man erhilt damit:

- 2 & 2 2 _ % 2 2 \
et 17 = 1112 - T 1o Pllg 2= T 1a)2 1lgl2 (55).

Die durch (54) definierten Koeffigienten C € L werden
h&ufig auch verallgemeinerte Fourierkoeffizienten genannt.
Da die linke Seite von (55) fiir jedes XK gilt, folgt die
Besselsche Ungleichung

=]

Lol Hegl12 < 11112 (56)

Die gk(x) sollen so gew#dhlt sein, daR sie in‘ﬁ'ein voll-
stdndiges Orthogonalsystem bilden; dann wird in der
Besselschen Ungleichung (56) das Gleichheitszeichen ange-
nommen, was in der rechts stehenden Gleichung (55) verwend-
det wurde. Sollte ndmlich in (56) nicht das Gleichheits~-
zeichen gelten, so kann man zeigen, daR:

h(x) = £(x) - ] ¢ g, (x)

. k=1

zu allen g, orthogonal ist, aber wegen [ |h]|]| > 0 nicht ver-
schwindet. Das steht aber im Widerspruch zur Vollstindig-
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keit der gk(x), die besagt, daR es ein derartiges
h e ‘@ nicht gibt. |

Da die in (56) links stehende Reihe konvergiert,
bilden die Reihenglieder eine Nullfolge

o |2l lgl1? » 0 fur k o, (57)

Damit ist klargestellt, daB die Bedeutung der Glieder
der Reihe (51) filr grofes k mit wachsendem k abnimmt.
SchlieRlich konverglert dle Reihe (51) mit wachsendem X
bezlglich der Norm von {} gegen f(x):

£(x) = ) ¢ g, (%), (58)

Dies gilt exakt nur dann, falls bei der Definition des
inneren Produkts durch Formel (49) der Lebesguesche Integral-
begriff verwendet wurde, Die wesentliche Konsequenz aus
der Verwendung dieses Integralbegriffs anstelle des Ub-
lichen Riemannschen Integrals besteht darin, daR in
Formel (58) exakte Gleichheit nur flir Werte von x bis

auf eine Menge vom MaR Null besteht. Flr einzelne - auch
abzihlbar unendlich viele ~ Punktwerte kann die Gleichung
(58) falsch sein. Flir typisch unstetige Erscheinungen wie
z.B, die horizontale Verteilung des Regens, sollte man
diese Einschrénkung der Gleichung (58) jedoch im Ged#cht-
nis behalten. Flir Riemann-integrierbare, inshesondere

fir stetige Funktionen unterscheidet sich das Lebesguesche
Integral nicht von dem liblichen Riemannschen Integral.

Wird eine Funktion f(x) gemiR Formel (58) dgrch die C) .
dargestellt, so spricht man von einer spektralen Darstel-
lung von f., Die Cy stellen das Spektrum von f dar. Jetzt
soll noch einiges allgemeines zu den Orthogonalfunktionen
gk(x) gesagt werden. Ihre Reihenfolge ist nicht willktiir-
lich. Das heiBt, es muB ein Kriterium bestehen, nach dem
sie angeordnet werden kdnnen, Nun bilden die Eigenfunk-
tion eines linearen selbstadjungierten Operators im Hil-
bertraum ein vollsté&ndiges und angeordnetes System von
Orthogonalfunktionen. Dann besteht das gesuchte Krite-
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rium aus der Angabe des selbstadjungierten Operators A,
Der Operator A bildet alle oder fast alle Funktionen
£ e‘ﬁ in Elemente des Hilbertraums ab '

Af e"f} fir £ ek&ms.

Der Definitionsbereiqraﬁ5 des Operators A muB dicht in

‘6 sein, Das heift, zu jedem ¢ » o und jedem ¢ ei& gibt
es ein h ¢¥ mit ||f~h|| < e, Zwar 14Rt sich der Operator
nicht immer auf alle Funktionen f 5‘6 anwenden, aber man
kann stets eine Ni#herungsfunktion h angeben, auf die sich
der Operator anwenden 18Rt, Da der Operator A Elemente
von ‘fa in ‘-P) abbildet, schreibt man auch A e¥= ‘-Fa( x‘ﬁ .

MWl sei die Menge der linearen Operatoren., Die Linearitit
bedeutet: A(ef + ag) = cAf + alg

mit A e®(; c,a el und f,g e.‘fic‘{}.

Das bedeutet in Worten:

1. Die Abbildung der Summe von zwel Funktionen
ist gleich der Summe ihrer Abbildungen
und |
2, Skalare GrdRen, also reelle oder komplexe
Zahlen lassen sich vor den_Operator ziehen.

SchlieRlich soll der Operator A selbstadjungiert sein,
was auch hermithisch genannt wird; wird A durch eine
reelle Matrix dargestellt, so sagt man A sel symmetrisch.
Ein Operator A heiRt selbstadjungiert, wenn gilt

(Ag, h) = (g, th) (59)
fir alle g,h € % . :
Bildet A eine Funktion g e‘ﬁ, g $ o in den gleichen ein-
dimensionalen, linearen Unv2rraum ab

Ag = ag (60)
mit a a.z', so sagt man, g ivt eine Eigenfunktion des
Operators A und a der zugeh&:ige Eigenwert. Durch die
Transformation A wird die Furxtion g s‘ﬁ nur mit einem
Faktor a, dem Eigenwert, multipliziert. Wenn A selbst-
adjungiert ist, so folgt dara.s, daR die Eigenwerte a
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reell sind; denn widhlt man in (59) h = g und verwendet
(60), so erhdlt man

(ag, &) = (g, ag) .
zieht man rechte die Zahl a vor das innere Produkt,

80 erhilt man dort ihren konjuglert-kemplexen Wert a”,
links dagegen den Wert a selbst,

a(gag) = aﬁ(gag)
allgl|? = a*||gll?
(a-a™)||g]|® = o

Aus g $ o folgt a = &%, also ist a reell.

AuBerdem wird A stets so gew#hlt, daR dle Eigenwerte

nicht negativ werden, dann lassen sich die Eigenvektoren

besonders leicht anordnen. Wir haben also mit a = wi
A gy = Wf‘; &y (61)

mit Wl2€ ce®, v

Bildet man rechts und links in Formel (61) das innere

Produkt mit Bys SO erhdlt man

(A g.e) =wellg s o (62)

Es sind zwel Fdlle zu unterscheiden: Entweder die Eigenwerte

wachsen monoton
2 2
O 2 vee S W 2 Wpyqg 2 0ee

oder sie nehmen monoton ab

2 2 2

Wl _>- * e 0 Wk ZWK+1 * 9 0 2- o

Im letzten Fall sind die Eigenwerte beschrénkt; der Ope-~
rator heiRt in diesem Fall auch beschrinkt.

Im ersteren Fall sind die Eigenwerte unbeschrénkt.
Anderenfalls miiRten sie sich im Endlichen héufen,.dann
wiirde auf der reellen Achse auch ein Bereich mit konti-
nuierlichen Eigenwerten existieren, das sind Fdlle, die
hier nicht betrachtet werden sollen.,
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Eigenfunktionen, die zu vefschiedenen Eigenwerten
gehdren, sind stets zueinander orthogonal, denn setzt
man in (59) g = &,"8y und h = g,t8, und verwendet For-
mel (61), so erhilt man

(w2 = wEYel(gy,e,) + (g,,8,)) = o,

Daraus folgt Realteil von (gk,gn) = o,

Setzt man dagegen g = Bn=8i und h = gn-gk, so folgt
ganz entsprechend: Imagindrteil von (gk,gn) = 0, also
sind 8y und = zueinander orthogonal,

Es kann jedoch vorkommen, dak es zu einem Eigenwert
mehrere linear unabh#ngige Eigenvektoren gibt, Diese
lassen sich jedoch immer orthogonalisieren, Zihlt man
diesen Eigenwert mehrfach, so 1Rt sich jeder Orthogonal~
funktion genau ein Eigenwert zuordnen, doch sind die
Orthogonalfunktionen mehrfacher Eigenwerte nicht eindeutig
bestimmt, Die Orthogonalfunktionen einfacher'Eigenwerte
sind bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt, Ein voll-
stdndiges Orthogonalsystem liegt stets dann vor, wenn es
keine Funktion f e‘é,gibt, die zu allen Orthogonalfunktio-
nen g, orthogonal ist. Die hier betrachteten linearen
Operatoren liefern stets vollstidndige Orthogonalsysteme,

Nach diesen allgemeinen grundlegenden Ausfilhrungen iber
orthogonale Funktionen sollen, wie in der Einleitung
bereits durchgefiihrt, zweli verschiedene Kriterien flir die
Auswahl der Orthogonalfunktionen zur Anwendung kommen.

Hat man keine statistischen Kenntnisse lUber die Funktion
f‘eﬁﬁ, so verlangt man eine.Anordnung der g, nach der
Stetigkeit, danach, wie glatt die Funktionen sind, wie
lang der Abstand von Nullstelle bis Nullstelle, also wie
lang ihre Wellenldnge ist. Das flihrt fiir A auf einen '
Differentialoperator zweiter Ordnung. und die Eigenwerte
sind proportional zum Quadrat der Wellenzahl. Wy ist
also proportional zur Wellenzahl. Der Differentialopera-
tor muR von zwelter Ordnung sein, damit die Eigenwerte

nicht negativ werden. AuRerdem zeigt sich, daB die 8y
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so angeordnet werden, daB der Mittelwert Uber dag
Quadrat der Ableitungen der g, mit wachgsenden k zunimmt.
Die derart ausgew#hlten Orthogonalfunktionen werden von
mir hier mathematische Oprthogonalfunktionen genannt

und im ndchsten Kapitel genauer untersught,

Hat man dagegen staftistische Kenntnisse Uber die f£(x),

so ordnet man die 8y nach den lbher den Raum gemittelten
Varlanzen. Das heift, man bestimmt die zeitunabhlngigen
Orthogonalfunktionen so, daf das llber Raum und Zeit ge~-
mittelte Fehlerquadrat ein Minimum wird, Die Koeffizien-~
ten o) in der Reihe (58) sind dabei rein zeitabhéngig.
Die rdumlich gemittelten Varianzen werden durch die Eigen-
werte wi dargestellt., Sie nehmen mit wachsendem k ab,

Der Operator ist ein Integraloperator, dessen Kern die
Kovarianzfunktion von f(x) darstellt. In sle geht die
Kovarianz jedes Punktes x eV mit jedem Punkt y e N)

ein, Die danach ausgewihlten Funktionen heifen natirliche
Orthogonalfunktion; sie werden im lbernschsten Kapitel

genauer untersucht,

Ausfihrliche Darstellungen {liber orthogonale Funktionen
bringen SMIRNOW (1962 b), TRICOMI (1955) und LENSE (1954),
Eine Zusammenstellung von entsprechenden Formeln findet
man bei MAGNUS u.a. (1966) und bei ABRAMOWITZ u.a. (1965),
wobel die letztere Arbeit auch Tabellen und Formeln fiir
numerische Rechnungen enthidlt.
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3, EIGENSCHAFTEN SPEZIELLER MATHEMATISCHER ORTHOGO-
NALFUNKTIONEN

5.1, Auf einer geschlossenen Kurve - die Kreigfumktionen =

Die typische mathematische Orthogonalfunktion ist die
Fourierreihe, die hier zunichst in ihrer komplexen Form
betrachtet werden soll, Der Definitionsbereich ¥ unserer
Felder seili also eine geschlossene Kurve der Linge 2w,
‘6 besteht aus allen komplexwertigen Funktionen f(x) mit
der Periode 27 mit .
m
[e](2 = 5 f (£(x)[? dx < + =
Lali}
Flir das innere Produkt von f,g e‘g nimmt Formel (49)
jetzt folgende Gestalt an:
i
(£,8) = == j £(x) g¥(x) ax. (63)

-1

Als Kriterium fir dle Anordnung der Orthogonalfunktionen
801l deren Stetigkeit verwendet werden. Diese wird pro-
portional zu dem Differentialquotienten angesehen, des-

halb ist der Ausdruck
ki ki
2 1 ¥ 1 2 2
et [ewe e a-2 | lee® o=l (64)
- -
mit g'(x) = dgéx)

sicher ein geeignetes Kriterium.

Je kleiner w° ist, desto glatter, desto stetiger sind die
Funktionen g(x).

Formel (64) 18/t sich partiell integrieren: -

™

we = -2-%- [g(x)'-g*(X)]— -2-%— ] g (x) g¥(x) ax
-T -7

2
it @) = LB
dx
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Der erste Summand rechts f8l1lt wegen der Periodizitit
von g'(x) und g(x) weg: we = (-g", g).
Der Vergieich mit Formel (62) legt es nahe, flr den
Eigenwertoperator

PR-G
zu nehmen. Da diles ein Differentialoperator (zweiter
Ordnung) ist, soll statt A der Buchstabe D genommen
werdeni

D= - (65)

Q-’JQ.-
= n

Der Definitionsbereichd von D umfaRt gem&B Formel (6U4)
alle komplexwertigen Funktionen g(x) mit der Periode 2w,
deren Ableitung nach x quadratisch Lesbesgue~ integrabel
sind, fir die also der in (64) rechts stehende Ausdruck
existiert, Es ist klar, daR ' eine echte Unterménge von
‘6 ist.

Jetzt soll gezeligt werden, da® D selbstadjunglert ist.
Das bedeutet gemif Formel (59)

| (Dg,h)-(g,Dh) = o
fir alle g,h e .
Mit der Definition (65) von D und der Definition (63)
des inneren Produkts, erhilt man
- 1 1"t td "* -
(Dg,h)~(g,lh) = 5= f {-g"(x) h (x) + g(x) h" (x)} dx =

-

T m . _
é%[";g' GOR" (x) g (x)h" ’*(X)}L i j {g" (O -g" (h' ()" Hax=

=T 1)

(Dg,h)-(g,Dh) = o. (66)

Dabei verschwindet der erste Summand rechts wegen der Perio-
dizit8t von g(x) und n*(x) und deren Ableitungen.

Flir die Eigenfunktionen = % und die Eigenwerte wg € ?R
sieht die Eigenwertgleichung (61) jetzt folgendermaBen aus:

- g"(x) = we g (x) (67)
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mit den liber 27 periodischen L&sungen

gp(x) = et T¥ (68)
und den Eigenwerten
wg = n® flir n = 0, + 1, + 2,.., (69)

Fir n ¥ o gibt es zu jedem Eigenwert n? genau zwel ortho-
gonale Eigenfunktionen, die fir n ¢ o auch anders als
in (68) gew#hlt werden kénnen

(z.B, ~é sin nx und —= cos nx), (7o)
V2 )

Die mathematischen Eigenfunktionen werden stets normilert
angegeben. Das heift

Ile, 1] = ¥(g, 5 &.) = 1. (71)
k K Ik

Diese Beziehung 1lifit sich sowohl filr die durch (68) als auch
fir die durch (70) gegebenen Eigenfunktionen leicht nach-
welsen,

Auch die Orthogonalititsrelation (47) 18Rt sich leicht
meigen:

L . T ocfirntm
(8,98,) = ;—2%- ]em‘-e’m" dx = 72'%:'[ et gy ={ . (72)

1firn=m
-1r -7

Sei £ eine beliebige Funktion aus‘ad so 148t sich F(x)
wie in Formel (58) durch die folgende Relhe darstellen:

@

£(x) = J§ ¢ inx (73)

Dabei kann man den komplexen Koeffizienten e el aus
Formel (54) berechnen, der sich wegen der Normierung
zundchst zu

ey = (f5 g) (74)
vereinfacht und speziell lautet
T
-1 ., .—inx
c, = T J Fix) e ax. (75)

-
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Diese Koeffizienten mﬁssen mit wachsendem |n| gemip

der Besselschen Unglelchung (56) eine Nullfolge bilden.
Ihr Absolutbetrag stellt die Amplitude jeder Einzelwelle,
ihr Zeiger an die Phasgajeder Einzelwelle dar; denn man

e P fllr das n-te Glied der Reihe

erhdlt mit e = |e, |
den Ausdruck .
, Iinx+a. )
a. etP¥ = le,l e e

Fup %, = O liegt das Maximum der Welle in der Mitte des
Intervalls.

Die speziellen Eigenschaften dieser Orthogonalfunktionen
und ihrer Eilgenwerte, die fir die Anordnung der Eigen~
funktion mafgebend sind, sollen noch einmal zusammenge-
stellt werden:

1, Der Eigenwert 1st das Normguadrat der Ablelitung
der Eigenfunktion nach der Ortsvariablen (Formel (64)),

2, Betrachtet man den negativen Wert der zweiten Ablei-
tung, wobei man die zweite Ableitung auch als ein-
dimensionalen Laplace-Operator ansehen kann, als
das Mah flr die Krimmung, so stellt der Eigenwert
genau den Faktor.dar, um den die Krimmung der Eigen=-
funktion grépRer ist als die Eigenfunktion selbst.
Der Wert der Eigenfunktion selbst und ihre Krimmung
sind zueilnander proportional. Das ergibt sich alles
aus Formel (67).

3. Der Eigenwert ist das Quadrat der Wellenzahl der
Eigenfunktionen. Die Anzahl der Maxima oder der
Minima oder die halbe Anzahl der Nullstellen einer
Figenfunktion wird durch die Wurzel ihres Eigen-
wertes gegeben.

Demehtsprechend ist der Abstand zwischen zwel

Extrema der Wurzel aus dem Eigenwert umgekehrt

proportional.
Die zuletzt angesprochene Eigenschaft schafft auch Klar-
heit iilber die sogenannte maxirale AuflSsung eine Funktion
fN(x), die durch eine endlich¢ Teilreihe der Form (51)
dargestellt wird:

fy(x) = ] ¢ ein}; (76)
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dabel seien die ch durch Formel (75) gegeben.

- Versteht man unter maximaler Aufldsung von FN(x) den
kleinst mdglichen Abstand zwischen einem Maximum
und einem Minimum, so betrédgt er 2n/N,

Weitere Literatur zu diesem Abschnitt bei ORSZAG (1954),
COOLEY u.a. (1965) und BARRY (1973).

3.2, Orthogonalfunktionen auf der Kugeloberfldche
- die Kugelfldehenfunktionen =

War der Definitionsbereich ¥ der bisher betrachteten
mathematischen Orthogonalfunktionen eine geschlossene Kurve,
so s0ll jetzt zu einer hbheren Dimension von ¥ {bergegan=-
gen werden, ¥ sei also die Oberfliche einer Kugel, wobel
aus Vereinfachungsgriinden, deren Radius = 1 gesetzt wird,
Ein Punkt x auf dieser Kugel-& wird jetzt durch zwel
Koordinaten ¢ und A dargestellt, Es sollen die geogra-
phischen Koordinaten verewendet werden, ¢ sel die geogra-

phische Breite und A die geographische Lénge,
--g—f_¢_<__-g-,~'n<>\f_'n.
Fir das Oberflichenelement dx erhdlt man

dx = cos ¢ dx dé, (77).

besteht aus allen komplexwertigen eindeutigen Funktionen
f(x) = f(¢,2) mit

o) (% oos o @1 0 = g [leG0Pax <+ e (78)
J

el = &

2} 3

-

o —noja

Das zweite (einfache) Integral soll die gleiche Bedeutung
wile der links danebenstehende Ausdruck haben.
Flir das innere Produkt von f, g s‘ﬁ erhdlt man jetszt

A
(£,8) = ¢ | | £(6.0)08 (6,0% cos ¢ ar as. (79)
-

—

S L B S |
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Die Formel (79) wurde ganz analog zu dem Ausdruck fiir
das Innere Produkt auf einer geschlossenen Kurve der
Formel (63) gebildet. Will man ganz entsprechend wie
dort weitergehen, so tritt eine eigenartige Schwie~
rigkeit auf. Der Differentialquotient von g e nach

dx lH4Rt sich nicht mehr eindeutig bilden, er hidngt

von der Richtung ab, in der man fortschreitet, man
erh8lt als Ergebnis keinen skalaren Wert mehr, sondern
einen zweidimensionalen Vektor. Schon aus diesem Grunde
kann der Differentialquotient kein Element des urspring-
lichen Hilbertraums %3 sein, Bezelchnet man auf der Ku-
geloberfléche den Einsvektor in zonaler Richtung
(A-Richtung) mit I und in meridionaler Richtung (¢-Rich~
tung) mit 3, so wird der Gradient einer Funktion g s'ﬁ
durch folgenden Ausdruck gegeben; '

grad g = ———5———-34-@53x (80)

Dieses neu entstandene Vektorfeld gehdrt einem Raum ﬁ?
an, von dem spédter gezeigt wird, daR es auch ein Hilbert~
raum ist. Die Definition des inneren Produkts im 'ﬁg
erfolgt ganz analog zu Formel (79), doch muB bei der
Multiplikation der beiden Elemente aus'ﬁ,2 unter denm
Integralzeichen das Ubliche Skalarprodukt der beiden
Vektorfelder gebildet werden. Jetzt kehrt man zur For-
mel (64) zuriick und Uberlegt sich einen analogen Weg
fiir die Kugeloberfliche. Als Analogon des Differential-
quotienten wird der Gradient von g gewdhlt. Dann ist
der Ausdruck

w2 = mi [ grad g ¢ grad g* dx =
lr" ‘8
2w
2 _ 1 * -
LA v grad g * grad g cos ¢ dx d¢ =
-3 T
2
i
1 2 T 5 2 (81)
- 20 g 3 -
= J j 555 5 53 + 59 cos ¢ dx d¢ =
L=
2

| lgrad g| |2

n
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ein geeignetes Kriterium fir die Anordnung der ortho-
gonalen mathematischen Funktionen auf der Kugelober-
fliche sein. tbrigens ist die zuletzt angegebene Norm
die Norm in “52, da grad g ¢ “6,2.

Die rechte Seite von (81) soll jetzt partiell integriert
werden, Zundchst soll unter dem Integralgzeichen eine
Umformung vorgenommen weérden, Dazu verwendet man die
Identitit '

div (f-grad g) = £ div grad g + grad £ » grad g, A (82)

Setzt man £ = gw, so erhilt man aus Formel (81) und (82)
we = ﬂ% f div (g*grad g) dx - ﬁ%-‘l g* aiv grad g dx . (83)
g

Der erste Summand auf der rechten Seite von (83) stellt
das Integral der Divefgenz Uber die Kugeloberfliche dar,
das muR jedoch nach dem GauB'schen Satz und wegen der
hier angenommenen Eindeutigkeit und Stetigkeit von g ver~
schwinden. Im zweiten Summanden steht rechts unter dem
Integralzeichen der Laplace~Operator, hier auf der
zweidimensionalen Kugeloberfliche, Ganz analog wie beil
der Formel (65) kann man als Eigenwertoperator A = D fiir
die Kugeloberfliche den Ausdruck ~div grad, also den
negativen Laplace~-Operator nehmen

D = - div grad. ' (84)

Der Definitionsbereich & von D besteht gemiR Formel (81) .
aus allen g e'ﬁ mit (grad ) 3'52, fir die alsol|grad g||
existiert und endlich bleib:.

Der Divergenzoﬁerator auf der Kugeloberfl&dche wird defi=~

niert durch
-3

. 1 a(veI) 1 a(cos g e i)
div v = cos ¢ oA cos ¢ 3¢ (85)

mit v e (6/2.
Flir den Operator D erhdlt man damit den ausfiihrlichen

Ausdruck'
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5 .
1 9 g 1 d 9
Dg = - - 2_ (cos ¢ 25 (86)
cosz¢ 3A2 cos ¢ 3¢ 3¢ _
Dg:-—-—-—-é--l gf.s.-gfg.+tg¢§.5,
cos ¢ 8A2 8¢2 90

Die Selbstadjungierheit von D ergibt sich aus dem zwelten
Greenschen Satz:
f{h*Dg - g ph*} dx = Linienintegral Uber den Rand der
Kugeloberfléche'ﬁ} da die rechte Seite verschwindet und
die linke gleich |

(Dg, h) - (g, Dh)
fiir alle £, g ¢ b c "6, ist.

Flir die Eigenfunktionen gg € % und die Eigenwerte wgi e R

sieht die Eigenwertgleichung Dg? = wg gg folgendermafBen

aus:

2.m
1 2TEn(es2) 1 3 2y (8,1

- - Z— {cos ¢ —-———————) = wS gh(e,A)
coso e cos ¢ 3¢ ( 0¢ n 5n‘®e
(89)

Macht man den Seperationsansatsz

i

82(¢,1) = Pﬂ(sin ¢) h (A) und setzt z = sin ¢;
az cos ¢ do¢,
so erhidlt man nach Division durch g2(¢,l)/(1—z2)

h"(2) 2 a pP%(z)
m 1-2z d 2 n - e 2
- hm(k) - Pﬁ(z) iz ((1—2 ) ”—*EE_f) = (1-2%) W

Der erste Summand h#ngt nicht von z, der Ubrige Teil
nicht von A ab, daher erhilt man die zwel gewdhnlichen

Differentialgleichungen mit der Seperationskonstanten m2

" - 2
- hr(2) = m h (3)

m

a P™(z) 2 )

d 2 n m 2 m _
I ((1-z ) -_—EE—T) + |- s+ w, | Po(z) =0

und




_33..

mit den L8sungen

hm(x) = 1M
die Pg(z) stellen auf Grund der Differentialgleichung
die zugeordneten Legendre'schen Funktionen dar, die

auferdem normiert sein sollen:
1 .
b | elen? e . (90)
-1
Diese Elgenfunktlonen werden auch als Kugelflachenfunk—
tionen Y (65,2) bezeichnet:

Ep(6s3) = Yp(e,0) = P] (sin ) '™, (91)

Die Eigenwerte hingen nur von n ab
2
wo = n(n+1) (92)

und zu jedem Eigenwert gibt es 2n+1 zueinander orthogonale
Eigenfunktionen mit m = o,+ 1,...,+ n, die auch anders

als hier angegeben, gewdhlt werden k¥nnen; man kann jedes
System orthogonaler Funktionen nehmen, das aus Linear-
kombinationen der angegebenen Funktionen besteht,

Die Kugelfléchenfunktionen erflillen die Orthogonalitits-
relation

(93)

(Yp, Yo

' o fir n ¥ n' oder m + m!'
)y =
1 firn=n'"undm=m"' |,

Ist £(¢,1) eine beliebige auf der Kugeloberfliche definier-
te Funktion, die dort quadratisch'Lebesgue~integrabe1

ist, also die Bedingung (78) erfilillt, so 14Bt sich £(¢,2)
wie in Formel (58) durch folgende Reihe darstellen:

o n

Flo,A) = [ ]

n=0 m=-n

yg ($,2). (9h)

°n

Dabei kann man den komplexen Koeffizienten cﬁ'a.z
mit Hilfe der Formel

1
cg = (f, Yﬂ) = E% J f f(arc sin z, 1) e M ) Pg(z) dz (95)
~1 -

berechnen.
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Die cg bilden mit wachsendem n eine Nullfolge.

Ihr Absolutbetrag ist gleich der Wurzel aus dem mitt-
leren Amplitudenquadrat jeder Einzelwelle.

Die spezilellen Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen
und ihrer Elgenwerte, die fir die Reihenfolge der Elgenw
funktionen maBgebend sind, unterscheiden sich nur ganz
geringfligig von den entsprechenden Angaben fir die
Funktionen e*"¥;

1, Der Eigenwert ist das Normquadrat des Gradienten
der Kugelflidchenfunktion, dabei ist dieser Gradient
eine vektorielle Funktion, er liegt in‘%2 und nicht
in%b.

2, Betrachtet man den negativen Wert von div grad,
ein Ausdruck, der auch zweidimensionaler Laplace-
Operator auf der Kugeloberfliche genannt wird, als
dag Ma® flUr die FlichenkriUmmung, so stellt der
Eigenwert genau den Faktor dar, um den die FlHchenkrim-
mung der Kugelflichenfunktion gr8ifer ist als die
Kugelfléchenfunktion selbst, Der Wert der Kugelfli-
chenfunktion selbst und ihre Flichenkrimmung sind
zueinander proportional.

3, Der Eigenwert hat den Wert von Wellenzahl mal
(Wellenzahl + 1). Dabei versteht man unter Wellen-
zahl, die Wellenzahl léngs geeignet gewdhlter Grof-
kreise. Sie wird auch hiufig Grofkreiswellenzahl ge-
nannt. Sie gibt die Anzahl der dort liegenden Maxima,
bzw. Minima an, die auch in der dazu senkrechten
Richtung ein Maxima bzw. Minima darstellen, bazw.
konstant bleiben. Dementsprechend isft der Abstand
zwischen zwei relativen Fléchenextrema, der Wellen~
zahl umgekehrt proportional. Versteht man unter
maximaler Aufldsung der Teilreihe

N n
gg(o,n) = L L ep T (e, (96)

n n

n=o m=-n
den kleinst-m&glichen Abstand zwischen einem Maximum
und einem Minimum bzw. zwischen einem Grat und einem

Tal, so betrigt er 2+/M.
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Weitere Literatur zu diesem Abschnitt bei LENSE (1954),
ABRAMOWITZ u,a., (1965), ROSE (1957), EDMONDS (1957),
BAER uw.,a., (1961), MULLER (1966), BRINK u.a. (1968),
EFIMOV (1969), AARDOOM (1969), ROBERT (1970), ROCHAS
(1973), ORSZAG (4974) und JAMES (1976),

3.8, Mathematische Orthogonalfunktionen guf der Kugel-
oberfldche - die orthogonalen Vekteorfunktionen

Bereits welter oben bei der Ableltung von Funktionen
auf der Kugeloberfllche erhielt man vektorwertige Funk~
tionen, die auf der Kugeloberfliche definiert waren,

Es soll untersucht werden, ob dlese auch einen Hilbert~
raum, der mit‘%2 bezeichnet werden soll, bilden und wie
man entsprechende mathematische orthogonale Funktionen
im ‘6? finden kann,

Der Definlitionsbereich ¥ set welterhin die Kugelober~
fldche, dort seien geographische Koordinaten ¢,A einge~
fihrt und es gei z = sin ¢, die Projektion auf die Erd-
achse,

T und 3 seien die Einsvektoren auf der Xugeloberfliche
in A- und in ¢-Richtung. Zwei Vektorfunktionen g, V ¢
auf der Kugeloberfléche-9 werden also durch die Ausdriicke

B(6,0) = p(os0)e T+ ale,n)] (97)
V(6,2) = ulp,n)e I + vip,n)e]

4]

gegeben und ihr inneres Produkt durch

=1

il
(?,E) = E% j{u(¢,x) p*(¢,x)+v(¢,x)q*(¢,k)}cos ¢ dx d¢,
il

W ERS

- | (98)
Ferner muR der Ausdruck
n
, 2 m
||$||2= V) = H%‘ f J {Iu(¢,x)|2+|v(¢,x)[2}cos ¢ dx dé (99)
__1\'_' =T
2

existieren und einen endlichen Wert haben, damit v ein
Element des Hilbertraums ‘6,2 ist.
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Ein Hinweis ist angebracht: Im allgemeinen sind

sowohl die Aussage u, Vv 5‘5 als auch 3, 3 € 1}2 falsch.
Das heifRft, die Komponentenfunktionen lagsen sich im
allgemeinen nicht durch Reihen von Xugelflichenfunk-
tionen darstellen und eine konstante Vektorfunktion,
auch mit nur einer Xomponente, ist auf der Kugelober=~
fliche unstetig, Ndheres findet man in FECHNER (1973).

Um auch hier den geeigneten Eigenwertoperator D zu fin~
den, dberlegt man sich, welche Differentialquotienten
man von den ¥ 5‘62 bilden kann, Den Divergenzoperator
"haben wir bereits frilher kennengelernt (Formel 85),
Mit den Begeichnungen von (97) erhidlt man

> 1 3u 1 9 (cos ¢v)

div v = —

cos ¢ o cos ¢ oY) (100)

Das Ergebnis 1st ein Skalar: div v s"ﬁ ’

Die Vertikalkomponente des Rotatlonsoperators rote, die

hier mit der in der Meteorologie Ublichen Bezeichnung

"Vorticity" belegt werden soll, ist ebenfalls ein Skalar:
1 dv 1 3 (cos ¢-u)

-
rotp V % o5 ¢ 31  cos ¢ 3¢ (101)

div und roty sind - bis auf Linearkombinationen =- die
einzigen beiden linearen Differentialoperatoren erster
Ordnung, die eine in 622dichte Untermenge in'ﬁ abbilden,
Aus diesem AnlaR nehmen wir als Kriterium fiir die Anord-
nung der orthogonalen Vektorfunktionen auf der Kugelober-
fl8che den Ausdruck

#1%

= ||div $|I2 + ||rot, v (102)
. R

mit V e % ; div 3, rotR v e‘ﬁ
w2 ist - etwas unprézise ausgedriickt - das Ulber die

S
Kugeloberfliche gemittelte Quadrat der Ableitung von v

nach der Ortsvariablen x. Unter Verwendung der Identitit

div(%ﬁdiv 343¥xrotR§)=3*grad div ¥~V rot rotR§4div Tediv 3+rotR§*-rotR§

(103)
188t sich der Ausdruck (102) in zwel Anteile umformen: Der
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eine Anteil ist das Integral liber die Kugelfliche von
dem links iny(lo}) stehenden Divergenzausdruck. Dieser
Anteil verschwindet wegen der Integration iiber die ge-
schlossene Kugelfl&che, so daB nurbder zwelte Anteil
tbrig bleibt

7
=l
z

2

wS = =~ (grad div v ~ ot rotR$, $). (104)

-grad div ¥ + Vot roth} cos ¢ dr d¢ =

-z*———-\zx

Dabel stellt der Operator rot eine Abbildung vonfﬁ in Haz
dar

Yy

1 9
cos ¢

H

+ 2 T
13"J

rot £ =

!

l

= . (105)

-
Qo

Aus Formel (10l) erkennt man, daB als Eigenwertoperator fur
1}2 der negative Pseudovektor Laplace-Operator

D = - grad div + rot rotR (106)
zu nehmen ist, Die Eigenwertgleichung lautet
~ grad div E + rot rotR g = w2 g : (107)

mit E £ \52.

Diese Gleichung und das Rechnen mit den vektoriellen
Eigenvektorfunkticnen auf der der Kugeloberfliche ist

in der Arbeit von FECHNER (1973) eingehend untersucht
worden: Hier sollesn nur die Ergebnisse zusammengestellt
werden. |

Die Eigenwertgleichung (1o07) hat die gleichen Eigenwerte
wie die skalare laplace Gleichung (89) auf der Kugelober-
fléche

- grad divlgk(cp,x) + rot ro’cR]g k(¢,l) = n(n+1)19k(¢,k) (108)

k € 6/2, jedoct fehlt der Wert w® = o und jeder librige

Eigenwert tritt doppelt so hiufig auf als im skalaren
Fall.

Die Eigenfunktionenlgzk(¢,k) sind genau die Ableitungen
der Kugelflichenfun'tionen
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m,o - 1 aym ,

19n (40) = ——— grad ¥(6,) (109)
m,1 - 1 m

kgn’ (20 = Yni{n+1) Fov Yn(¢,K) ’

“Flrp die Ableitungen der vektoriellen Eilgenfunktionen erhilt
man wiederum Kugelfldchenfunktionen

divgﬂ’o(cb,k)

1t

~ VTEFm Y (6,1)

rotRyg§’°(¢,A) = 0

m,1 m (110)
rotngn (¢,A) = /Yn(n+1) Yn(¢,x)
divlgg’ow,x) = o,

Die durch (109) definierten orthogonalen Vektorfunktionen
bilden ein vollst&ndiges Orthonaormalsystem in‘é 2

o fir nin' oder mim' oder sfs!

_ m,s m',s'y _
( n ] n' ) - .
, 1 fUr n=n' und m=m' und s=s'

(111)

Zu jedem Eigenwert n(n+1) gibt es bn + 2 orthogonale
Eigenfunktionen mit m = ~n,...,0,...,n und s = o0,1.

Alle Eigenfunktionen sind beliebig oft differenzierbar
und natiirlich Uberall stetig. Bei der Differentation
bleiben sowohl die Grofkreiswellenzahl n als auch die
zonale Wellenzahl m erhalten.

Der Definitionsbereich des Operators (1o6) besteht aus
allen V ¢ ? 2 , deren Divergenz und Vorticity in liegen,
fir die also der Ausdruck auf der rechten Seite von (102)
gebildet werden kann und endlich bleibt.

Ist $(¢,x) eine beliebige, auf der Kugeloberfliche defi-
nierte Vektorfunktion, deren Vektornorm dort quadratisch
Lebesgue-integrabel 1st, flr die also der Ausdruck (99)
einen endlichen Wert hat, so 148t sich 3(¢,x) durch die

Reihe
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«©

' n

V(452) = ] ] Lel?° lgf:?o (6,1) + cpo? HCRSS
n=1 m=-n

(112)

darstellen. Dabei lassen sich die Koeffizienten cg,s

aus

Crrfll:sﬂ-\;,"gm s)_ 'E"'

berechnen,
Die speziellen Elgenschaften der orthogonalen Vektorfunk-
tionen auf der Kugeloberflidche und ihrer Eigenwerte sind:

“3“—\2'3
<H'

WL }Qm 8(p,0) %08 ¢ ar d¢
(113%)

ofa ~——rol=

1. Der Eigenwert ist gleich der Summe der Normquadrate
der Divergenz und der Vortlclty der orthognalen Vek=-
torfunktion. Divergena und Vorticity liegen nicht
in unserem vektoriellen Hilbertraum 2, gsondern im
skalarwertigen Raum‘fy.

2, Betrachtet man den Ausdruck ~grad div + rot rotR, den
man auch als negativen zweidimensionalen vektoriellen
Laplace~Operator auffa&sen kann, als das MaR filir die
Flichenkrimmung einer Vektorfunktion, deren Vektoren
parallel zur Fliche liegen, so stellt def Eigenwert
genau den Faktor dar, um den die Fléchenkrﬁmmung der
orthogonalen Vektorfunktion gr¥fer ist als die urspriing-
liche orthogonale Vektorfunktion selbst. Der Wert der
Fldchenkrimmung und die orthogonale Vektorfunktion
selbst sind zueinander proportional und stimmen auch
in ihrer Richtung miteinander liberein.

%. Der Eigenwert hat - wie beil den Kugelfldchenfunktio-
nen - den Wert von Wellenzahl mal (Wellenzahl +1).
Einen Eigenwert Null, bzw. eine Wellenzahl Null gibt
es jedoch nicht.

Unter Wellenzahl versteht man die Anzahl von Perioden
lings geeignet gewdhlter (Grofkreise. Im Abstand einer
solchen Periode stimmen die Vektoren in ihrer Linge
und in ihrer Richtung relativ zu dém betreffenden
GroBkreis miteinander Uberein. Diese Wellenzahl wird
auch Grofkreiswellenzahl genannt. Diese GroRkreise
sind stets durch die klirzesten Abstinde von zwel
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Nullstellen zu legen. Die Wellenzahl ist stets
gleich der halben Anzahl der Nullstellen auf einem
solchen GroRkreis.,

Versteht man unter maximaler Aufldsung der Teilreihe

N n
> - m,03AM, 0 m,11am,1
Fyleny = L1 tep? 19,; (4,0)+ cp? 19,,* (4523

(114)

den kleinsten méglichen Abstand zwischen zwel Nullstellen,
so betrigt er 2+/N.

4, Unter der zonalen Wellenzahl m versteht man dile Anzahl
von Perioden lings geeignet gewidhlter Breitenkreise.
Tm Abstand einer solchen Periode stimmen die Vektoren
in ihrer Linge und ihrer Richtung relativ zu dem be-
treffenden Breitenkreis miteinander {iberein. Diese
Breitenkreise sind stets durch Nullstellen zu legen,
Die Wellenzahl ist stets gleich der halben Anzahl der
Nullstellen auf einem solchen Breltenkreis.

5, Es gibt divergenzfreie, rein rotationelle orthogonale
Vektorfunktionen $’°(¢,A) einerseits und rotations-
freie, rein divergente orthogonale Vektorfunktionen

2’1(¢,1) andererseits. Flr jedes n und m entsteht

d%s eine Feld.aus dem anderen durch Drehung aller

Vektoren in der Kugeloberfliche um einen rechten Winkel.

Weitere spezielle Eigenschaften der orthogonalen Vektorfunk-
tionen und die anschaulichen Darstellungen der einfachsten
Orthogonalfunktionen durch Pfeile auf einer Hammer=-Pro-
jektion findet man bei FECHNER (1973).

Weitere Literatur zu diesem Abschnitt findet man bei ROSE
(1957), MULLER (1966), EFIMOV (1969), SIMMONDS (1973) und
JAMES (1976).
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3.4. Orthogonalfunktionen auf einer Strecke

- die Legendre'schen Polynome =

Bei den bisher behandelten mathematischen Orthogonalfunk=-
tionen war der Definitionsbereich4} stets geschlossen, er
besaf keinen Rand. Jetzt seid eine Strecke der Lénge 2

&= [-1, 1] .

‘f besteht jetzt aug allen auf Qy definierten Funktionen
£(x) mit

[1£]]= ’jé‘f 1200 |2 dax < + o, | (115)
-1

Filr das innere Produkt von £, g ¢ f} ist jetzt zu setzen
. 1

(f,8) = 5 J £(x) g"(x) ax, (116)

-1 \ :

Als Kriterium fiir die Anordnung der Orthogonalfunktionen
soll wieder das Quadrat eines Differentialquotienten
verwendet werden, AnschlieRend wurde stets partiell
differenziert, wobei der auBerhalb des Integrals stehen-
de Teil = die Werte auf dem Rand - stets wegfiel, weil:
es keinen Rand gab. Das ist jetzt anders., Um diesen Effekt
dennoch zu erreichen, miissen Ausdriicke mit einer solchen
Ableitung Verwepdet werden, daB Werte auf dem Rand ver-
schwinden. Die mathematisch einfachste Orthogonalfunktion
erh#lt man, wenn man fiir diese Ableitung den Ausdruck

/i-x? ) (117)
wihlt, der an den Randpunkten x = -1 und x=1 verschwindet.
Man erhilt durch Mittelung des Quadrats dieses Ausdrucks

1 1
W = %-I(i—xe)lg'(x)|2dx :-% J(1~x2)g'(x)g'*(x)dx =||¢1—-x2 %%Lli
-1 -1 (118)
partielle Integration liefert jetzt
1 1
2 _ 1l Pyt W 14 2y dg(x), ¥
W = Ha-Pe 0g"00)] - 3 [ Grtamd) Ehghey ax. (119)

-1 -1
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Der erste Summand rechts fdllt - wie gewlinscht - weg
und man erhilt

1 -10-x®)g ()3 ¥ (x)) ax = Wl  (120)

P

Filr den Eigenwertoperator D = A ¢ W nimmt man

2
D = = %§ ((1-x2) %;) = —(1-x2) §;§ + 2% %ﬁ R (121)

Der Definitionsbereich 19 von D umfaft Jetzt wegen Formel
(118) alle g af}, fir die die Ausdrlicke auf der pechten
Seite von (118) existieren und einen endlichen Wert haben,

Die Eigenwertgleichung
Dg = w2g (122)

mit g e & und dem Differentialoperator (121) ist die
Legendresche Differentialgleichung.
Die Eigenwerte sind we = nin+l) flir n = 0,1,2,++.

und die Eigenfunktionen sind die Legendre'schen Polynome

A n
g(x) = P_(x) ‘2” 4 = {x%-1|Py ' (123),
2'n!  ax

die in dieser Definition bereits als normiert angesetzt
wurden. '

Zu jedem Eigenwert gibt es hier genau eine Eigenfunktion.
Damit sind die Eigenfunktionen bis auf einen eventuellen
Faktor eindeutig festgelegt.

Ist £(x), x ¢ [-1,1] eine beliebige quadratisch-
Lebesgue~integrable Funktion - flir die also die Bedin-
gung (115) erfillt ist -, so 14B%t sich f£(x) durch folgen-
de Reihe darstellen

f(x) =
n

He~18

X ch Pn(x). (124)

Dabei kann man den Koeffizienten c e L mit Hilfe der
Formel - 1

j £(x) P_(x) dx (125)
-, '

nf =

¢, = (r, Pn) =

berechnen.
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Diese Koeffizienten missen mit wachsendem n gemép

der Besselschen Ungleichung (56) eine Nullfolge bilden.
Ihr Wert ist ein Ma® fllr die Amplitude und das Vorgzei~
chen der Einzelwelle bel x = 1, Die Amplitude der Ein~
zelwelle hingt Jedoch auch von der Stelle |x| ab, an
der diese Amplitude suftritt, Die gripte Amplitude
haben stets die Randwerte, Die Amplituden (= relativen
Extrema) nehmen zur Mitte (x = o) hin monoton ab. |
Die mit V1~-x° multiplizierteh Amplituden (= relativen
Extrema) nehmen fUr n » 2 zur Mitte (x = o) hin monoton
zu, Es gelten dle Abschitzungen ’ |

leos(en+t)e] | . 2 . 2.
< |P_(=sin ¢)|“<(2n+1) min {1
cos ¢ n nr cos% |

siehe MAGNUS u.,a, (1966), S, 237!

Die Nullstellen einer Orthogonalfunktion liegen in der
Mitte (x=o) dichter beieinander als am Rand, Alle n
Nullstellen liegen jedoch im Intervall [-1,1]., Man kann
daher sagen, dah die Aufl8sung in der Intervallmitte am
stérksten ist, zu den Rindern hin abnimmt und auBerhalb
des Intervalls'S'verschw1ndet Trotzdem sind die P (x)
auch auBerhalb von's definiert und Uberall stetig. Rand-
werte lassen sich deshalb einwandfrei darstellen.

Die speziellen Eigenschaften der Legendre'schen Polynome,
den orthogonalen Funktionen auf einer Strecke und ihre

Eigenwerte sind:

1. Der Eigenwert ist gleich dem gewichteten Intervall-
mittel des Quadrats der Ableitungen der Eigenfunktion.
Das Gewicht (1—x2) ist im Intervallinnern {liberall
positiv und verschwindet am Rande. Beil konstantem
Intervallmittelwert bleibt der Mittelwert tiber das
Quadrat der Ableitung des Gewichts ein Minimum, wenn
man es mit anderen geeigneten Gewichten vergleicht.
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2. Der Eigenwert ist der Faktor, um den in der Inter-
vallmitte die Krimmung und am Intervallrand die
Ableitung der Eigenfunktion gréfer igt als die
Elgenfunktion selbst. Zwischen Intervallmitte
und Intervallrand ist eine Linearkombination aus
Krimmung und Ableltung der Eigenfunktion proportional
zur Eigenfunktion selbst.

3. Der Eigenwert ist Anzahl der Nullstellen mal (Anzahl
der Nullstellen plus eins)., Dabei sind die Nullstellen
der Eigenfunktionen gemeint. Eine Aufldsung in dem
Sinne, daf man die kleinstmdgliche Entfernung zwischen
einem Maximum und einem Minimum angibt, die im ganzen
Intervall noch aufgeldst werden kann, eine derartige
Aufldsung 18Rt sich nicht angeben, Sie hingt von den
Stellen x ¢ ¥ ab, die man betrachtet,

Die Teilreihe N
£ (x) = ngocn Pn(x) (126)

worin die ¢, durch Formel (125) gegebeﬁ sind, kann
Jjedoch maximal 2N Extrema oder maximal N Nullstellen
von f£(x) in« wiledergeben, Nur in diesem Sinne kann

hier die Aufl8sung interpretiert werden.

Eine interessante Frage soll noch im Zusammenhang mit den
speziellen Eigenschaften der Legendre'schen Polynome dis-
kutiert werden: Warum nimmt man auf dem Intervall

J = [~1,-1] nicht periodische Funktionen?

Diese missen jedoch zweil Randbedingungen erflillen, damit
sie neben der Differentialgleichung zweiter Ordnung,
Formel (65), eindeutige LOsungen ergeben und orthogonal
zueinander sind (vergleiche Formel 66). Trotzdem kann
man mit den Funktionen ei“nx genau die gleichen Funktio-

nen f(x) durch die Reihe

£x) = E o elmmx (127)
darstellen, wie durch die Reihe (124). Betrachtet man
jedoch Funktionen, deren Werte sich in der Nihe der Rénder
stark unterscheiden £(-1) $ £(1), so wird man mit den
Teilreihen (126) viel schneller eine gute Approximation
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erhalten als mit der aus (127) abgeleiteten Teilreihe.
AuRerdem ist die Bevorzugung der Periode Uber das ganze
Intervall & durch die Darstellung (127) im allgemelinen
nicht gerechtfertigt. Ubrigens wissen wir, daR nicht nur
die Punktionswerte selbst bei der Darstellung (127)
dlese spezlelle Periode haben, sondern auch ihre erste
Ableitung. Dadurch werden auch Punktionswerte, deren
Ableitungen in Randn#he wesentlich verschieden sind,
durch die Reihe (127) schlecht approximiert, Da beide
Orthogonalsysteme im gleichen Hilbertraum vollrcindig
sind, muf Jede Orthogonalfunktion der einen Familie
durch diejenigen der anderen Familie dargestellt werden

kdnnen;
+oa 1

Pn(X) - %‘in 2;4'1 J- 1 (21rm) e"‘2TT1mX (128)
1= oo ' n.|,..2..

e2rimx _ 5 %in 2?;1 3 (2mm) B (x) (129)
n=o n+s '

Darin werden die Besselfunktionen von halbzahliger Ord-

nung durch
' 1

7 n+1, d " sin z
) (zdz) Z

J o4 () = (-1)" (%ﬂz z

I’l+-2-
definiert. Die Formeln (128/129) findet man bei MAGNUS u.a.
(1966), S. 133 und S. 1o08. Weitere Literatur zu diesem
Abschnitt findet man bei ABRAMOWITZ u.a. (1965) und LENSE
(1954). Soviel iiber die Orthogonalfunktionen auf einer

Strecke.
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3.5, Orthogonalfunktionen auf einem ebenen Rechteck
-~ das Produkt von zwei Legendreschen Polynomen -

Jetzt sollen Funktionen f(x,y) nach mathematischen
Orthogonalfunktionen g . (x,y) entwickelt werden, dle
auf einem ehenen Reohteek & mit den Seiten 2X und 2Y
definiert sind, also o = {x,y||x|<x,lyl¢ Yi.

Der Raum A besteht aus allen £(x,y) mit (x,y) eéf und

X ¥ - .
E)'lc"z';jq i [£(x,5)]% dy dx < + =, : (130)

Das innere Produkt fir f,'g a‘ﬁfwerde'definiert durch

X ¥ |
(1,0) = gy | [ty fay) ey ex. (3D
. o~ .-Y'

Die Norm ||f|| wird in‘% durch

el =—§-\/-%

gegeben.
Nach dem bislang angewandten Verfahren zur Ermittlung

A}

Y
f lf(XsY)'gdy ax ¢132)
-

N""'—\N

der mathematischen Orthogonalfunktionen ist nun ein
geeigneter Differentialquotient nach der Ortsvariablen
zu bilden. Da die Ortsvariable zweidimensional ist,
erh#lt man einen vektoriellen Differentialquotienten,
tiblicherweise wird dafilir der Gradient, mit den Kompo-

9
nenten 5% und 3§ genommen.

Aus der Bearbeitung der Orthogonalfunktionen auf einer
Strecke wissen wir jedoch, daR dieser Differentialaus-
druck auf dem Rand, genauer dle Komponente senkrecht

zum Rand, verschwinden muf. Analog wie dort wird man
deshalb flir diesen Differentialausdruck einen vektoriellen
Operator mit den Komponenten

¢X2-x2 9 ¢Y§~z2 9

T — 3% und T 3y
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widhlen, dessen Vektoren senkrecht zum Rand auf dem
. -
Rand verschwinden. Sind i bzw. 3 die Einsvektoren
in x- bzw. y-Richtung, so er’d eine Funktion g ¢ %c J,

durch -
- »’Xé-—x2 g v Y2 2 ag 1
R

il o~
v £ = 3% J (133)
in einen vektorwertigen Hilbertraum ‘&2 abgehildet.,

e besteht aus allen g e“ﬁ s fUr die der Ausdruck

X ¥
H%lla-“--g%(—f J f%"\?*dydx:

-% -Y

X ¥ 2
1 e dxPx2) | s (¥2-32) -
e | ] s e

X=X (134)

2

existiert, Man erkennt, daB w” ein MaR dafir ist, wle glatt
die Funktion g(x,y) fir (x,y) e < ist.

Die partielle Integration des Integrals in (134) liefert:

1 j[ -x° ag(x,y) ]X=X
ed g (x,y) dy +
XY X=-X
X
2 .2 y=Y

1 Y-y~ 3g(x,y)
+ g (x,y) dx - (135)

4xy J[ v Y 1—-3{ X

-X

1 1 Y{3 X2"'X2 g (x,y) ;Yz“y 3g(x,y) } ‘( ) ax = 2
XY X |2 59X ay 72 3y g (x,y) dy dx = W~
XY

- X -

Die beiden ersten Summanden auf der linken Seite von (135)
fallen - wie gewlinscht - weg und flir den gesuchten Eigen-
wertoperator A = D erhilt man die Eigenwertgleichung

2 2 2 .2
X = 3 9 Yo~ 3 2
Dg(x,y) = - **gx [ng gé;{,y)]_ v [Y‘?y gg;c,y)] = wg(x,y) (136)

mit der L&sung

g(x,y) = P _(¥) « P_(%) (137)
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dem zugehdrigen Eigenwert
W2< - n(n;l) - m(m+%) ) (138)
X Y

n=m=o0; n,m=1,2,..,
jedem Eigenwert gibt es genau eine Eigenfunktion.
£(x,y) eine in dem Rechteck -X<x<X,-Y<y<Y¥ guadra-
ch Lebesgue-integrable Funktion, fir die also die

Bedingung (130) gilt, so 18Rt sich f(x,y) in die fol-

gen

Dab
der

c

aus
Die
Pol
und

1.

de Reihe entwickeln
o« -] 22 . y
£(X,y) = OO,O 4 Z Z- Cn,m Pl’l(X) Pm(Y)’ (139)
n=1 m=1
el lassen sich die Koeffizienten Cn e‘E mit Hilfe
Formel
XY .
- X NA
aon * (EPp R oo | f £(x,y) B3 2 (3) ay ax (140)
-X~
f(x,y) berechnen,

speziellen Eigenschaften der doppelten Legendre'schen
ynome, den Orthogonalfunktionen auf einem Rechteck
ihrer Eigenwerte sind:

Der Eigenwert ist gleich dem Flichenmittelwert der
Summe der gewichteten Quadrate der Ableitungen der
zugehlrigen Eigenfunktionen nach den beiden Orts-
koordlnaten x und y. Die Gewichte (X -X )/X und

(Y -y )/Y haben in der Mitte des betrachteten Recht-
ecks den Wert 1, sie sind im Innern iberall positiv
und verschwinden bei den beiden Randwerten der Koordi-
naten. Der positive Ausdruck, iiber den zur Ermittlung
des Eigenwerts gemittelt wird, geht in der Mitte des
Definitionsgebietes in das Skalarproduktquadrat des
Gradienten der Eigenfunktion lber, das zur Berechnung
der Eigenwerte auf der Kugeloberflidche verwendet wurde.
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2. Der Eigenwert ist der Faktor, um den im Mittelpunkt
des Definitionsintervalls die Kriimmung und an den
Ecken des Rechtecks der durch die Rechteckfliche
dividierte Gradient der Eigenfunktion senkrecht
gur Diagonalen gréfer ist alsg die Eilgenfunktion selbst.
In dem ﬁbrigen Definitionsgebiet ist eine Linear~
kombination aus dlesen GrdfRen proportiénal zur Eigen-
funktion selbst, Die Gewichte diesen Kriimmungs-~ und
Ableitungsgrdpen des Eigenwertes sind in beiden Koor-
dinaten hdchstens quadratisch, flir die Ableitung |
sogar linear,

3, Der Eigenwert besteht aus zwel Summanden, die sich
auf die beiden Koordinaten bezlehen, Fir den Summan-
den gilt Anzahl der Nullstellen mal (Anzahl der Null-
stellen +1) dividiert durch die halbe Intervalllinge
der betreffenden Koordinate, Unter Nullstellen werden
die Nullstellen der Eigenfunktion als Funktion der
betreffenden Koordinate verstanden,

Eine Aufl8sung in dem Sinne, daB man die kleinst-mdg-
liche Entfernung zwischen einem Maximum und einem
Minimum angibt, die im ganzen Rechteck noch aufgeldst
werden kann, eine derartige Aufldsung 188t sich nicht
angeben. Sie hingt von der Stelle (x,y) e g ab,

die man betrachtet,

Die Teilreihe

N M
£ (X,y) =c + 3 T e P &rp & (121)
N,M*? 00 24 meq DM n'X’ "my
. 2 - 2 o s 2
mit WN,M = Max Wn,m = Min Wn,m - (142)
‘ n<N n>N
m<M m>M

worin die ¢,p durch Formel (1%0) und die Eigenwerte Yo m
durch Formel (138) gegeben sind, kann maximal LUNM Extrema
oder maximal NM Nullstellen von f(x,y) in 3‘ wiedergeben.
Dabei spielt das Seitenverhiltnis des Rechtecks ~ eine

Rolle filir das Verh#ltnis der Aufl&sung in den beiden
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Koordinatenrichtungen. Dabei ergibt es sich; daR der
mittlere Abstand zwischen zweil noch auflBsbaren Null-
stellen in beiden Koordinatenrichtungen nahezy gleioch
grof ist. In der dazwischenliegenden Richtung nimmt

. der Abstand zwischen zwel noch aufldsbharen Nullstellen
bis auf einen maximal v2-fach gr&Repen Wert zu,

L&Rt man in der Formel (133) die Nenner X bzw, Y

und in den Formeln (134, 135, 138) die Nenner X2 bzw,
2 weg, 50 wird die Aufldsung so sein, daR die Anzahl
der Nullstellen in den Definitionsgebieten der beiden
Koordinatenachsen gleichgro® wilrd, Der mittlere Abstand
zwischen zwei Nullstellen ist dann proportional zu der
betreffenden Seitenlénge 2X bzw, 2Y des Definitions~-
gebiets{}. Auch eine derartige Art der Aufl8sung kann
manchmal sinnvoll sein. '

Vektorwertige Funktionen auf einem ebenen Rechteck
lassen sich stetig und eindeutig durch ihre

beiden Komponenten darstellen, die auch beide einen
Hilbertraum darstellen., Deshalb 18Rt sich der Hilbert-
raum von vektorwértigen Funktionen auf einem ebenen
Rechteck ohne weiteres auf skalare Funktionen auf einem
ebenen Rechteck zurickfilhren, die in diesem Unterab-
schnitt untersucht wurden. Vergleiche dazu KIRK (1977)!
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4, DIE NATURLICHEN ORTHOGONALFUNKTIONEN UND IHRE
EIGENSCHAFTEN

Jetzt werde der Fall betrachtet, daB man statistische
Kenntnisse Uber die Mefwertfunktion f'e‘f besitzt,

Flr den Hilbertraum 1} werden keine spezgeilen:Varausw
setzungen gefordert, Das Definitionsgebiet & von £{x)
sel eine beliebige meRbare Punktmenge von endlichem
MaB m@&). Also

n@d) = ax, : (143)

Im allgemeinsten Fall stellt das Integral ein Lebesgue~
Stieltje Integral dar, dann kann man bel einer diskre-'
ten Punktmenge-9 das Integral in eine Summe umwandeln,
Doch genligt es, lberall den Lebesgue'schen Integralbe-
griff zu verwenden, mit dem Riemannschen Integralbe~
griff wirde man ~ bis auf die welter oben angegebene
Vollstdndigkeit ~ auch keine Schwierigkeiten erhalten,
Das innere Produkt (f,g) fir f, g ¢ f} werde wie liblich
definiert

(£,8) = atgy Lf(x)’-g"‘m ax. (114)

Der Wertevorrat W = {f(x), g(x)} kann dabei auch aus
Vektorfunktionen bestehen, die sogar eine endliche An-
zahl von Dimensionen haben k&nnen. Dann weist der Punkt
unter dem Integralzeichen in Formel (144) auf ein
drtliches skalares Produkt dieser Vektoren hin. In der
Anwendung wird sich zeigen, daB die einzelnen Komponen-
ten dieser Vektoren sogar verschiedene physikalische
Werte darstellen kdnnen, flr die jedoch bei der Bildung
des skalaren Produkts f(x)°g(x) die Angabe einer ver-
gleichbaren physikalischen Dimension erforderlich ist.
Flir das skalare Produkt ist es zweckmifRig, eine Ener-
gieeinheit zu nehmen; f£(x) selbst muB dann die physi-
kalische Dimension der Wurzel aus der Energie haben.
Fir alle f ¢ ‘,3 muB die ridumliche gemitteltelEner’gie
endlich bleiben:
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[1E112 = (£,0) = =2y j1f<x>|2 dx < 4 w (145)

Wegen der statistischen Kégntnisse wollen wir zun8chst
die aktuellen Mefwerte f£(x,t) W als bekannt voraus-
sehen, Dabel ist ¢ ein statistischer Parameter, bhei dem
man an die Zeit denken kann. Unsere statistischen Gr&gen
selbst sollen nicht mehr von t abhdngen, Dies ist eine
Forderung, deren GUltigkeit in Jedem eingelnen Anwen-
dungsfall mit statistischen Methoden {berprift werden
muf, Das soll hier niecht geschehen, Sel nun f£(x,t) im
Intervall t1ﬁtit2 gegeben., Dann ist der Mittelwent

2
j £(x,t) db

21

2%y

eine statistische GrdRe, Da er nicht von dem Parameter

t abhdngen goll, darf der obige Ausdruck auch nicht von
t1 und t, abhingen. Deshalb wird der statistische Mittel~
wert in Zukunft durch einen Querstrich dargestellt

- j £(x,t) dt = T(x7 (146)
2 "1 t
1
Wenn man ganz korrekt die Abhingigkeit von t1 und &,
ausschalten will, so muBR man ein unendliches Intervall

T = t,~-t, wdhlen, also

2 1

TRy = lim {% f £(x,t) dt}
T->co
T

doch wird man in der Praxis Formel (146) verwenden.
Als K-te Approximation von f(x,t) werde die Tellreihe

X .
£p(x,t) = T(X) + kzl ¢, () g, (x) (147)

angesetzt. Dabel hingt ck(t) € I:nur von t aber nicht
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von x e+ und der zweite Faktor gk(x) e W hingt zwar
von der Ortskoordinate x e+ aber nicht von t ab.,

Bei Jeder ErhBhung des Approximationsgrades X um eins,
sollen die Glieder mit k<K stets ungelndert bleiben.
Das neue Glied mit dem Index K soll so gewdhlt werden,
dak das Fehlerquadrat lfK(x,t)-f(x,t)]2 nach der Mitte~
lung Uber'a im statistischen Mittel ein Minimum wird,
In Formeln:

Vg =lleerl 17 =151 [ (£G)=2 () (£ ()= (x)) e = Wimdmu,

9 o (148)
Dann konvergiert fK(x,t) nach der Norm in f} im statisti~
schen Mittel optimal gegen f(x,t):

o

f(x,t) = T(x) + kZ ¢ (£) g (x) (149)
=1 .
Ein Faktor Jedes Summanden in der Summe von (147) bzw.
(149) kann mit einer Konstanten #o multipliziert werden,
wenn der andere durch diese Konstante dividiert wird.
Diese WillkUr kann man durch die Normierung einer der
beiden Faktoren beseitigen. Anders als bel den mathe-
matischen Orthogonalfunktionen soll hier nicht gk.auf 1
normiert werden, sondern die Cy werden statistisch auf 1

normiert.
e, 1° = 1 | | (150)

Dann haben die gk(x) die gleiche physikalische Dimension
und im statistischen Mittel die gleiche anteilsmiRige
Grofenordnung wie die MeRwerte f(x,t) selbst. Im einzel-
nen bleiben die ¢, (£) noch um einen Faktor * 1 bzw. im
komplexen Fall um eT® unbestimmt. Werden in (149) beide
Seiten statistisch gemittelt, so erhdlt man |

) ¢, &(x) = o und daraus,
k=1

wegen der linearen Unabhingigkeit der g(x)

5; = o, (150a)
Allein aus den Bedingungen (148) und (150) 148t sich ein
Berechnungsverfahren zur Bestimmung sowohl der ck(t) e L
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als auch der 8y s'6rab1eiten, wenn die Approximations-
funktionen durch eine Reihe der Form (147) dargestellt
werden. Die Orthogonalitit der 8y
wi fir k = n
(gks gn) = :
o flir k 4 n - (151)

ergibt sich dabel ebenfalls, sie muBR nicht vorausgesetzt
werden, Das gleiche gilt flir die statistische Unabhéngig-
keit der ck(t), also ihrer Orthonormalit#t beszligllch t:

. 1 firk = n
c o] = .
k™ o furkdan (152)

Betrachtet man die f(x,t) nur als Funktionen von x, so
- wurde die Orthogonalitdt der g, bereits friher (Formel UT)
abgeleitet, Wie man die e berechnen kann, findet man
dort in Formel (U45)
(£1(8), &) |
o (t) = s : (153)
Wi

darin stellen die f'(x,t) die Abwelchungen der Melwerte
vom statistischen Mittelwert dar:

f'(x,t) = £(x,t) - F(x) (154)

Daraus folgt wegen der Definition (146) des statisti-

schen Mittelwerts

T (X) = o filr x e J. (155)

Ersetzt man in dem Ausdruck (148) flir das Fehlerquadrat

v%, das ein Minimum werden soll, f durch f' nach der Be~

ziehung (154), analog sei fk(x,t) = fK(x,t) - T(x).
Es mu gelten

2
K

EEE(X)

BY
= o flirn > K

oder analog zu (25) unter Verwendung von (198), (149),
(151) und (154)



TR 2 A
K T Vg+1 = CgCg Wg — 2 Re {ley gy, f'-fy 403

3 2 .2 " o
kY = - - .

SgnZX5 {Vk K+1} 2 cg ¢, EK(X) o flr n ? K

Daraus erhflt man die Orthogonalitidt der oK(t), algo

Formel (182), Multipliziert man die Reihe (149) mit
c;(t) und verwendet (152), so erh8lt man

B, (x) = £1(x) cf. - (156)

Setzt man das ck(t) aus (153) in (156) ein und multipli-
ziert mit wi, so erh#lt man bereits die Eigenfunktions-
gleichung fir die gk(x)
: Py o 2 |
FTx) (T7,g,)" = w. g, (x), (157)

"
wobel die wﬁ die Eigenwerte sind, und der Eigenwertopera-

tor B e®Wl rfir n e‘% durch

t
2
Bh(x) = FI(x) (T ,0)" = m%\” f tl__t ff'(x,t) £1%(y,t) dt|n(y) dy
| 271
| $ £, (158)

dargestellt wird.

Der Eigenfunktionsoperator B ist ein Integraloperator

B = e lm,y) () ax (159)

mit dem Kern

K(x,y) = £'(x) £'™(y) . (160)

Der Kern ist hermithisch: K(x,y) = K(y,x)", deshalb ist
B auch hermithisch, also selbstadjungiert. Der Kern
enthdlt die statistischen Mittelwerte des Produkts

der Abweichung vom Mittelwert an jedem Punkt x eV mit
der Abweichung vom Mittelwert an jedem Punkt y e+ und
kann daher auch als Kovarianzfunktion bezeichnet werden.
Piir x = y erhilt man die Varianzen von f(x).

-Zundchst soll das Ergebnis des Operators B abgeschitzt
werden., Dazu geht man von der Eigenwertgleichung

Bg, = we 81 | (160a)

Iz
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mit den Eigenfunktionen &y, e‘é und den Eigenwerten
wf: e R aus. Aus ' s‘% folgt auch £ = T + f' ¢ '6 .

' werden durch die Reihe (149) dargestellt

o

-]
Bf' = kéi ¢, Bgy = é L wk -3

letzteres folgt aus der Eigenwertgleichung (16o0a).
Das innere Produkt mit sich selbst auf beiden Seiten
liefert unter Berlicksichtigung der Orthogonalitit
der g, (Formel 151)

Y 2 6
| [BE'] | "1¢Z1 ley 1wy

analog flr ! e”%

2 T 2 2
LIET = 0 dep ™ v
k=1 K !
i o .
Letztere Gleichung mit wi multipliziert minus vorletzte
Gleichung liefert ‘ '

4 2 2 T ¥y o2
woller )12 =1 Ber[|° = z |W1~wkl Wy (160b)
Die Eigenwerte wi nehmen mit wachsendem k ab:
2 2 2
Wy o2 W 2 Wy 2 ...20. o (161)

Die Eigenwerte h#ufen sich in der N&Zhe von O.
Daher ist die rechte Seite von (16ob) > O und man erhidlt
die Abschitzung

[lBer ]| < willel] £ s‘f’af, | (162)

Somit ‘hat der Integraloperator B einen Definitionsbereich
45 der ianz 6 aunschinft: '

I e"é LMy oalla hoe "é. (1-~3)

Nach dlesen Ergebnissen kehren wir noch einmal zu dem
Fehler VK zurlick, den man begeht, wenn man f(x t) durch
die Teilreihe K- ter Ordnung fK(x t) approx1m1ert Flr
das Uber den Raum gemlttelte Fehlerquadrat erhidlt man
im statistischen Mittel unter Verwendung der Formeln
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(148), (149) und (147), (152) und (151)

2 2 N |
vg = HEg-ol1 = ] (164)
K K k=frl

Verwenden wir die liber ¥ gemittelte Varianz von f(x,%)

2 ' p; v .2 .
ve = | |£v] ¢ = W : (165)
° kzi k?
so erhidlt man
K
2 2 2
ve o= Ve o~ )W - (166)
K 0 k=1 k ,
oder .
2 _ .2 2. . '
VK F Vg-1"Wg - (167)

In Worten: Jede Verbesserung der Approximation durch Hinzu-

flgung des Gliedes cy(t) gy(x) zur Teilreihe fr.q(x,t) be-

wirkt eine Verringerung des mittleren Fehlerguadrats um

den Eigenwert wi, der zu der hinzugefligten Eigenfunktion

gK(x) gehdért, Das Fehlerquadrat besteht im statistischen

Mittel aus allen Eigenwerten, der nicht verwendeten Eigen-

funktionen (Formel 164),

Die Wurzel aus der Summe aller Eigenwerte v, ist die Streu-

ung der Mefwerte f(x,t) im r&umlichen und im statistischen

Mittel (Formel 165). '

Das Verh#ltnis des mittleren Fehlerquadrats vi zu der Gesamt-

varianz vg ist ein MaB fiir die Glite der erreichten Approxi-

mation ‘
e

5 el (168)

~181 1 e~

W
k=1

das zwischen den Werten o
néglicher Fehler liegt. Dementsprechend kann man den

=

kein Fehler und 1 £ groft-

1y

Ausdruck vK/Vo als relativen Approximationsfehler bei
der Entwicklung nach natlirlichen Orthogonalfunktionen
bezeichnen. Je schneller der Ausdruck (168) fir K + «
gegen Null konverglert, desto vortellhafter %st die
Entwicklung von f(x,t) nach natiirlichen Orthogonalfunk-
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tionen, desto mehr Information 148t sich mit wenigen
Reihengliedern darstellen, Diese Glte hingt nicht von
theoretischen Uberlegungen ab, sondern nur von den gta-
tistischen Gr&Ren der Mefwerte f(x,t).

Ein interessanter Zusammenhang zwischen dem Kern K(x,y)
und den Eigenfunktienen gk(x) s0ll nogh aufgezelgt
werden, Die Bilinearreihe

K'Gey) = 1 g (x) gl
X,y k§1 g (%) gy (¥)

ist als Funktion von x und von y - wegen der Konvergenz
der Reihe (165) der Eigenwert - quadratisch Lebesgue=-
integrabel,

Die Gleichung

| 5%37 L-K'(x,y) g (y) dy = W§ gy (x)

hat daher einen Sinn. Da die Eigenwertgleichung (157)
bzw., (160a) unter Verwendung des Kerns K(x,y) in die
lineare Integralgleichung der gleichen Form

1 K(x,¥) g,(y) dy = wo g (x) x ¢ (169)
my) 2V Byt = Yk Bk

)
Ubergeht, erhflt man wegen der Vollst#ndigkeit der g, (x)

als Darstellung des Kerns

K(x,y) = kZl g, (x) g;<y) NESERE (170)

Wie lassen sich nun die Eigenwerte wi und die Eigenfunk-
tionen gk(x) berechnen? Zundchst muf die Funktion des
statistischen Mittels F(x) und danach die Kovarianzfunk-
tion

t
2
K(x,y) = £'(x)f"*(y) =g—%g— f £1(x,t) £'7%(y,t)at
27"1
b4 (1702)

mit statistischen Methoden berechnet werden oder ander—
weltig bekannt sein. Danach ist die lineare Integral-

gleichung (169) fiir die Eigenfunktion gk(x) und die
2

ldsen.
Kk ZU

Eigenwerte w
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Diese Integralgleichung mit dem Kern der Form (1T7oa)
18Rt sich stets derart l8sen, dak man sowohl die Rigen~
werte wi als auch die Eigenfunktionen mit der Nebenbe~-
dingung (151) als Ergebnis erhdlt, Ein Weg dazu wird
etwas welter unten angegeben, Die Koeffizienten ck(t)
lagsen sich aus Formel (153) berechnen, damit sind
alle Glieder der Reihe (1H9) bekannt, Aus den Eigen~

werten wﬁ lagssen silich schlieflich die {iber Raum und

Zelt gemittelten Fehlerquadrate vi gemip der Formel

(164) bis (168) berechnen,

Einen Weg, um die Integralgleichung (170) zu l¥sen, er-
h&lt man, indem man die f(t) e‘g durch die Entwicklungs~
koeffizienten nach elnem vollstindigen Orthonormalsystem
hn(x).aus darstellt. h, e-ﬁ kann zum Beispiel ein
geelgnetes mathematisches Orthonormalsystem sein mit

: ) {1 fiir n = m

h , h = :

neom o flir n  m

£1(x,t) = 21 b, (£) h (x) (171)
nZq D

mit b (t) L. Die Folgen {b,(t), by(t),...} filr alle
t e [tl’t2]
Folgenraums 1;1?, falls das Ubliche skalare Produkt als

sind Elemente des sogenannten Hilbertschen

inneres Produkt verwendet wird, wobel von dem zweiten
Faktor der konjugiert-komplexe Wert zu nehmen ist.%bF

ist isomorph zu f}. Was dies im einzelnen bedeutet,

wird jetzt direkt gezeigt.

Flir die Kovarianzfunktion %(x,y), den Kern der Integral-
gleichung (170), erhilt man nach seiner Definitionsformel
(170a)

Ky) = § bo* h X0 = T a b0 n%) (172)
n,é:i Pm Bn (¥ By n,é:l n,m n By

mit a = bnb;,’ (173)
also a = a# a £ l:,
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Flilr die Integralgleichung (170) werden die Eigenfunk-
tionen gk(x) formal auch durch die Orthogonalfunktionen
hn £ ‘5, dargestellt

gy (x) = néi By B (X) mit & e U, | (174)

Setzt man diese Ausdriicke in dle Darstellung (170) des
Kerns aus den Eigenfunktionen ein und vepgleicht das Er~
gebnis mit der rechten Seite von (172), so erhilt man
als Analogon zu (170) die Darstellung der Matrixelemente
durch die Eigenvektoren

' 8x1
B  ={8o (175)
mit g& € f}F
a = T g g (176)
nm Ko kn “km

Bericksichtigt man die sich aus der Normierung (151) der
gk(x) ergebenen Bedingungen fir die &y

e X wi fir k = m
! 8 Bpn © (177)

n=1 o o fiurk fm,

so erhilt man

L |opm|? = I Wi, ©(ar8)
n,m=1 =

Die Elemente der Matrix A sind quadratisch konvergent.
Setzt man den Wert flir K(x,y) aus (172) und den fir gk(x)
aus (174) in die Integralgleichung (169) ein, so erhilt
man:

Loa & D, (x) = wi Z By Dp(x). (179)

n,m=1 n

Daraus folgt wegen der linearen Unabhingigkeit der

he'ﬁm.
n 2

a g = W, g (180)
me1 nm “km k °kn

ny,m = 1,2,3,... k = 1,2,3,... mit der Nebenbedingung
(177).
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Dies stellt ein Eigenwertproblem

A sl:: = WE gl;: k= 1,2,33.1! . . (181)

der unendlich dimensionalen aber quadratisch konvergenten
hermithischen Matrix A = (anm), dar mit den Eigenvektoren
8y e‘bF aus (175) und den Eigenwerten wi. In der Praxis
wird man sich auf endlich viele Glieder der Matrix A
beschrinken, dann 148t sich das System (181) =z.B, mit
Hilfe des Jacobi'schen Verfahrens - siehe SPERNER (1957) ~
nach den g, und den wi aufl8sen, Die nattirlichen Orthogo-
nalfunktionen werden dann durch die Formel (1T74) gegeben

und die Koeffizienten kénnen direkt aus
nzi bn<t) gkn _
ok(t) = 5 (182)
Wy ,

berechnen werden, Soll der Koeffizient die richtige physi-
kalische Dimension und die richtige Grdfenordnung wieder=
geben, so hat man anstelle von ck(t) den Wert wkck(t)

zu nehmen. Die dazugehorige natﬁrliqhe Orthogonalfunktion
ist normiert und wird durch gk(x)/wk gegeben.

Die speziellen Eigenschaften der natiirlichen Orthogonal-
funktionen und ihrer Eigenwerte, die fiir ihre Reihenfolge
verantwortlich sind, sind folgende:

1. Werden die Abweichungen der MeRwerte vom statistischen
Mittel durch eine endliche Reihe approximiert, deren
Glieder aus zwel Faktoren bestehen, von denen der
eine von dem untersuchten Einzelfall, aber nicht von
Ort, der andere nur vom Ort, also nicht vom Einzel-
fall abh#ngen, so soll das Fehlerquadrat im statisti-
schen und im r#umlichen Mittel minimal sein. Allein aus
dieser Bedingung ergibt sich, daR der erste, nicht vom
Ort abhingige Faktor, der Koeffizient und der zweite,
nicht vom Einzelfall abhidngige Faktor, die natlrliche
Orthogonalfunktion sind. Die Orthogonalitdt braucht
dabei'nicht_vorausgesetzt zu werden.
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Die Koeffizienten sind auch orthogonal, wenn man sie
als Funktion ihres statistischen Parameters betrach=
tet., Sie sind alsp statistisch voneinander unabhén~
glg, auch unkorreliert genannt.

Der Eigenwertoperstor ist ein Integraloperator, dessen
Kern aus der Kovarianzfunktion aller Abweilchungen der
MeRwerte vom statigstischen Mittelwert besteht, In ihn
geht also der statlistische Zusammenhang der MeRwerte
an einem festen Ort mit den MeRwerten an jedem anderen
Ort ein, Dieser Zusammenhang ist auch in den natiirlichen
Orthogonalfunktionen enthalten, Die Relhenfolge, in
der die einzelnen Mefwerte auftreten, spielt weder fiir
den Eigenwertoperator noch fiir die natiirlichen Ortho=-
gonalfunktion und ihre Eigenwerte eine Rolle, dagegen,
wird sich diese Reihenfolge in der Verinderung der
Koeffizienten wiederspiegeln. ‘

Die Eigenwerte stellen die Varianz des betreffenden
Reihengliedes im r#umlichen Mittel dar. Oder anders
ausgedriickt, die Wurzel aus dem Eigenwert ist die
mittlere Streuung des zugehdrigen Relhengliedes, das
aus dem Produkt von natlirlicher Orthogonalfunktion

und ihrem Koeffizienten besteht, Die Eigenwerte nehmen
dementsprechend mit wachsendem Index ab.

Das statistisch und Uber den Raum gemittelte Fehler-
quadrat besteht aus der Summe aller derjenigen Eigen-
werte, deren zugehdrigen Reihenglieder nicht zur
Approximation herangezogen wurden. Der mittlere abso-
lute Approximationsfehler ist die Wurszel aus diesem
Wert.

Die Wurzel aus der Summe aller Eigenwerte ist gleich

der mittleren Streuung der betrachteten MeRwerte, die
Mittelbildung erfolgt dabei sowohl {iber das Definitions-
gebiet, als auch statistisch; also im Normalfall Uber
Raum und Zeit.
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Diese mittlere Streuung erméglicht es, einen mittleren
relativen Approximationsfehler aus dem Quotienten des
mittleren Approximationsfehlers und der mittleren Streu=
ung zu bilden. Sein Wert liegt zwischen null und eins.

Weltere Literatur dazu vor allem bei LORENZ (1959).

5, SPEZIELLE ANWENDUNGEN

5.1, Die Anwendung von Fourierreihen in der Meteorologie

Die Darstellung durch Fourierreihen (Abschnitt 3.1,)
kommt bel Vorgldngen mit einer festen Periode infrage,
Diese kann zeitlich sein wie z.B, der Jahresgang oder

der Tagesgang eines meteorologischen MeBwertes oder
réumlich sein wie vor allem bel den MeRwerten auf einem
Breitenkreis., Die numerische Entwicklung in eine Fourier~
reihe wird auch Harmonische Analyse genannt. Eine Be-
schreibung des Verfahrens findet man z.B. bei LINKE (1970)
Bd., II, S. 177 ff. Flr die Harmonische Analyse von kom-
plexen Fourierreihen haben COOLEY und TUKEY (1965) einen
Computer Algorithmus .angegeben. Weitere Beispiele der
Anwendung der Fourierreihen in der Meteorologie findet
man bei PFLUGBEIL (1967), PAULIN (1968), DELAND (1968),
SOONG u.a. (1969), KAO u.a. (1970), SALTZMAN (1970),
NITTA (1970), BATES (1970), KAO (1970), RAO u.a. (1971),
WALLACE (1971), WIIN~NIELSEN (1971), FISCHER (1972),
GAVRILIN (1972), DELAND (1972), van LOON u.a. (1973),
SPETH (1974), BOYD (1976).

5.2, Die Darstellung meteorologischer Skalarfelder durch
Kugelfldchenfunktionen

Skalarfelder, wie z.B. Temperatur und Luftdruck, auf der
Kugeloberfliche, lassen sich am besten durch Reihen von
Kugelfldchenfunktionen (Abschnitt 3.2.) gut darstellen.
Wie man bei der Berechnung numerisch vorgehen kann, fin-
det man auch bei LINKE (1970) Bd. II, S. 193 ff. Hat man
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empirische Werte an den &quidistanten Schnittstellen

von Léngen und Breitengraden gegeben, so kann man fiir

die Zahlen c¢,, die nach Linke aus dem linearen Gleichungs-
system (38.13) berechnet werden sollen, direkt L#sungen
angeben, Dies lHuft auf die Berechnung der Qm nach

Formel (95) hinaus, wobei jJedoch die Integrale durch
Summen zu ersetzen sind. Ist f(¢,2) an den Schnittpunkten
der Hguidistanten Stellen mit dem Abstand A¢ -

Opsr e sbyars by zwischen Sild~ und Nordpol einerseits

und den 2L aquidlstanben Stellen Agseeaaror g anderergeits
gegeben, so kenn man den Kugelflichenfunktionskoeffizlen~
ten o analog zu Formel (95) berechnen aus:

n
L 2L-1
1 A \
c? = = . ZL ’Z f(¢l,xj)eim J a Pg(sin ¢1) Az (183)
J=0
L n_ cos x(21Aa¢+n)
. 2A ©
mit A\ =&, Az, = 2% - (184)
E ! 1 m 1 |<=§L 1"'1“42 .

2 keine MeRwerte an den

1 fir 2|1]ae < = Polen vorhanden

1 rup 2|1[a¢ = m { Mefwerte in Polndhe,
darin steht n, fUr n, =

Alle Felder bis zur Wellenzahl n < L werden durch dieses
Verfahren korrekt wiedergegeben,

Uber das Rechnen mit Reihen von Kugelflécienfunktionen und
lber deren Anwendung in der Meteorologie gibt es eine um-
fangreiche Literatur, wie die folgende Auswahl zeigt:

PREY (1922), SILBERMAN (1954), AWADE u.a. (1957), PLATZMAN
(1960), ROBERT (1965), ELIASEN u.a. (1965), ELLSAESSER
(1966), EFIMOV (1969), ELIASEN u.a. (1969), ORSZAG (1970),
WIIN-NIELSEN (1972), ROCHAS (1973), BOURKE (1974,
MASHKORICH u.a. (1974), BURROWS (1976).
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5.8, Die Darstellung von honizontalen Vektorfeldern
auf der Kugeloberfldche dumch ortheogonale Vektor-
funktionen

Ganz anders verh#lt es sich mit den orthogonalen Vektore
funktionen auf der Kugeloberfliche, iber die bisher nur
sehr wenig verdffentlicht wurde., Wer sich eingehender
darilber informieren will, sollte dle Arbeit von FECHNER
(1973) lesen, dort ist aueh ein Beispiai fiir die Berech~
nung eines hemisphirischen Windfeldes aus dem Geopotential,
geostrophisch unter Berlcksichtigung einer Bodenreibung,
angegeben worden, daf vom Verfagser erfolgreich durchge-
rechnet wurde, Der lineare Bodenreibungsansatz ist erfor-
derlich, da am ZAquator der geostrophische Ansatsz allein
den Druckgradienten nicht balancieren kann, In Formeln

F(4,0) = {-K grad o ($,1) + £(4) x grad ¢ (4,A) } /(& + £7(4))

Darin bedeutet f(¢) den Coriolisparameter als Funktion der
geographischen Breite, K ist eine Bodenreibungskonstante,
sie erhielt den Wert von £ filr 5°N, ¢(¢,2) ist ein mitt-
leres Geopotentialfeld in 500 mb der Nordhaglbkugel, die
Stidhalbkugel enth#lt am Aquator gespiegelte Werte. V(¢,A)
stellt das zu berechnende Horizontalwindfeld dar. Das x
Zeichen ist der Kreuzproduktoperator.

Die Ausdriicke ¢(¢p,2), £(¢), f2(¢), K, K und der Inhalt
der runden Klammern wurden als Elemente von 4} durch
Kugelflichenfunktionskoeffizienten, der Ausdruck in der
geschweiften Klammer und ¢(¢,A) wurden als Elemten von%}?
durch Koeffizienten der orthogonalen Vektorfunktionen dar-
gestellt. In der Rechnung wurde dementsprechend nirgehds
von der Gitterpunktsdarstellung Gebrauch gemacht. Das Er-

2

gebnis einer derartigen Rechnung findet man in der Arbeit

von FECHNER (1975).
Weitere Information dazu bei EFIMOV (1969) und SPETH (1974).
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5.4, Die Anwendung Legendre'scher Polynome zur Darstezzang
vertikaler Temperaturvertetlungen

Bel meteorglogischen Untersuchungen der freien Atmosphire
wird h¥ufig der Luftdruck als vertikale Koordinate ver=
wendet, Bel wissenschaftlichen Untersuchungen von energe-
tischen Umsetzungen ist dies vor allem auch deshalb zZweek~
méRig, weil die Energiekapazititen - von der Strahlung
abgesehen - der Luftmasse proportional sind,

Betrachtet man jetzt beispielsweise die sensible Wirme
oder an ihrer Stelle einfacher dle Temperatur T als Funk-
tion des Luftdrucks p, so ist diese Temperatur auf der
Strecke Po 2P 20 definiert; darin ist Po der Bodenluft-
druck, S
Durch die lineare Transformtion x =
die Variable f(x) = T(p) einen
Definitionsbereich zwischen -1 und +1, Damit 18Rt sich
diese Funktion durch eine endliche Reihe von Legendre'schen
Polynomen mit beliebiger Genauigkeit annihern, Liegen die
Mefwerte an #quidistanten Stellen vor, so kann man zur Be-
rechnung der Koeffizienten ch in der Reihe (124) nach
Formel (125) verfahren und darin das Integral durch ein
geeignetes numerisches Integrationsverfahren, wie z.B.

p.-2p
erhdlt. man fir

Q

das Trapezverfahren, ersetzen.

Liegen die MeBwerte an nicht-8quidistanten Stellen vor
und ist ihre Anzahl nicht zu grof, so macht man fir die
MeBwerte einen formalen Ansatz mit einer Teilreihe

der Legendre'schen Polynome mit zunéchsf unbekannten
Koeffizienten ch und bestimmt diese dann aus den MeR-
werten nach der Methode der kleinsten Quadrate. Diese
Methode wird auch im n&dchsten Unterabschnitt angewandt
und dort genauer beschrieben.
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5.5, Die Analyse des Luftdrucks und anderer Grd@en in
einem rechteckigen Gebiet mit Hilfe von doppelten
Legendreschen Polynomen |

Dabel ging es um die Aufgabe dag Bodenluftdruckfeld, das
Feld der Bodenlufttemperatur und das Bedenwindfeld fiir
ein quadratisches Gebiet der Kieler Bught stetig darzu-
stellen., Als MeRwerte lagen Stationsmessungen an ungleich=
mifig verteilten Stationen vor, die teils innerhalb,
tellweise Jedoch auch auBerhalb des betrachteten Rechtecks
lagen., Diese Bereghnungen wurden von KIRK (1977) im Rahmen
seiner Diplomarbeit am Institut durchgefithrt. Die Felder
wurden formal durch dle Teilreihen (141) dargestellt,
Lagen die MeRwerte an den Stellen mit den ‘Koordinaten
(xi"yi>’ so wurde mit diesen Punkten als Eckpunkten
eine derartige schlichte Einteilung in Drelecke vorge-
nommen, dak der Umkreisradius jedes Dreiecks mdglichst
"klein blieb. Die entstehenden Dreiecke wurden dadurch
einem gleichseitigen Dreieck so #hnlich wie méglich,
Jeder Mefstation wurde nun ein Drittel der Summe aus
den umliegenden Dreiecksflichen als Gewicht By zugewie~
sen, soweit diese Fliche zu dem betrachteten Quadrat- ge=-
hoérte.
Die MeRstationen muften dabeil so verteilt sein, daR alle
Teile des zu untersuchenden Quadrats von einem derartigen
Dreieck liberdeckt wurden. Um dies zu erreichen, muften
gegebenenfalls zus#tzliche Werte aus grdBerskaligen Ana-
lysen, z.B. des Deutschen Wetterdienstes, mitverwendet
werden.
Die Koeffizienten Crm der Reihe (141) wurden dann nach-
der Methode der kleinsten Quadrate aus den MeBwerten
fi an den Stellen X59Y4 unter Verwendung der Gewichte Bs
berechnet. Das heift, die cn,m wurden so bestimmt, daR
der Ausdruck

g (e (x5 5¥5) = £0° 8
ein Minimum wird. Die Summation erstreckt sich tber alle

MeRstationen.
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Fir fNN(x,y) ist die Reihe (141) einzusetzen. Diese
Reihe hat (N+1)2 Glieder, also die gleiche Anzahl von
Koeffizienten. Eine sinnvolle L&sung dieser Aufgabe

ist nur méglich, wenn die Zahl der Koeffigzienten min-
destens so grof ist. Liegen zwel Melstationen sehr
dicht beieinander, so ist ihr gemeinsamer Beitrag filr
die maximale Aufldsung nur wenig grdfer als der von
einer der beiden Stationen. Die groftmdgliche Aufldsung
hingt also auch von der r8umlichen Verteilung dexr Statio~
nen ab. Genauere Uberlegungen zeigen, daf es nur sginn-
voll ist, soviele Glieder der Reihe zu bestimmen, dag
ihre Anzahl kleiner als der Ausdruck

(¥ 8.)°/ 7 g2
e |

bleibt, Sind alle umllegenden Dreiecksfl#chen gleich~
groR, alsc alle Stationen rdumlich gleichméfRig ver-
teilt, so liefert dieser Ausdruck die Anzahl der Sta-
tionen., N wurde also so gewdhlt, dak

e r

(N+1)* < (§ 8)F 7 ] 6
1 L

gilt. Man erhielt meist N & 2.

Weitere Einzelheiten findet man bei KIRK (1977), die
Methode der kleinsten Quadrate wird auch bei LINKE (1970)
Bd, II, S. 172 f£f. dargestellt.

5.6. Natilrliche Ovithogonalfunktionen zur Darstellung
der horizontalen Verteilung des Geopotentials auf
der Nordhalbkugel

Bel dieser Aufgabe standen halbtigliche Gitterwerte des
Geopotentials in 500 mb der Nordhalbkugel flir mehrere
Jahre zur Verfligung. Die naheliegenste Moglichkeit be-
steht darin, direkt mit den Giltterwerten zu rechnen.

Die Integralgleichung (169) wilirde dann in eine Matrizen-
eigenwertgleichung A ék = wi §k libergehen.

Die Matrix A wire auf Grund von Formel (17oca) die Kova-
rianzmatrix von jedem Qitterpunkt x mit jedem Gitterpunkt
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Sie ist symmetrisch, deshalb kann man auch Algorithmen
angeben, um die Eigenwerte wi und die Eigenvektoren Ek

zu berechnen, Dieser prinzipielle Weg igt von CRADDOCK
und FLOOD (1969) eingeschlagen worden, Doch ist dies
praktisch nur durchfilhrbar, wenn die Anzahl der Gitter~
punkte niecht zu groR wird, da die Anzahl der Elemente

der Matrix A gleich dem Quadrat der Anzahl der Gitter~
punkte ist, CRADDOCK und FLOOD (1969) muRten deshalb

mit einem speziellen Verfahren die Anzahl] der verwende-
ten Gitterpunkte filr die Nordhemisphlre auf den Wert 130
reduzieren, Ein anderer Weg wurde von dem Verfasser ein~
geschlagen, IThm lagen rund 2ooo Gitterpunktswerte flir
jeden Termin vor da diese Werte nahezu die ganze Nord-
halbkugel Uberdeckten, lag es nahe, die Ausgangsdaten
zundchst in Kugelflichenfunktionsreihen umzurechnen, die
ja flUr die Darstellung auf Kugeloberflichen gemif Ab-
schnitt 3.2, besonders gut geeignet sind. Da Daten der
Sudhalbkugel fehlten, wurde eine zum Aquator spiegel-
symmetrische Verteilung angenommen; dann treten nur
Koeffizienten auf, deren Kugelfliéchenfunktionen spiegel~
symmetrisch zum Aquator sind. Die Berechnung der Kugel-
flichenfunktionskoeffizienten aus den Gitterwerten erfolg-
te nach der Methode der kleinsten Quadrate mit einem
Reihenansatz bis zur maximalen Wellenzahl 15, dabei erhidlt
man 136 Reihenglieder. Alle r#umlichen Wellen mit einer
Wellenzahl > 15 wurden dadurch herausgefiltert. Der Jah-
resgang wurde dadurch herausgefiltert und gesondert betrach-
tet, daf® in Formel (149) filir den statistischen Mittelwert
F(X) der mittlere Jahresgang genommen wurde. f'(x,t) war
also die Abweichung vom mittleren Jahresgang. Der Jah-
resgang enthielt zeitlich nur die Wellenléngen von 1/5,
1/4, 1/3, 1/2, 1 Jahr und den Gesamtmittelwert.

Da die Kugelflichenfunktionen auf der Kugeloberfléche
ein orthogonales Funktionensystem bilden, liegen die
Voraussetzungen der Formel (171) vor (die hn(x), X €
Kugeloberfléche sind die Kugelflichenfunktionen). Der
weitere Rechengang, um die natlirlichen Orthognalfunktio-
nen gk(x) zu erhalten, ist im Abschnitt U beschrieben:
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Zundchst wird die Kovarianzmatrix A nach Formel (173)
berechnet, dabel wird liber alle zur Verfiigung stehenden
Termine t summiert; filr den Zeitraum von 1966 bis

Ende 1974 sind dies rund 620c Termine. Dann wird das
Eigenwertproblem (184) nach dem Jacohiaschen Verfahren,
das von SPERNER (1957) und RALSTON u,a. (1967) beschrie-
ben wurde, geldst. Man erh#lt dabel die Eigenwerte Wi,
die nach der Grohe geordnet wurden, und die Eigenfunk~-
tionen gk(x), die gemidp Formel (174) dargestellt werden
konnten. Schlieflich konnte nach Formel (182) auch filr
jede Ordnung k der natirlichen Qrthogonalfunktionen die
Zeitreihen der Koeffizienten der natiirlichen Orthogonal-
funktionen berechnet werden, dabel haben nur diejenigen
mit den niedrigsten Ordnungen eine wesentliche meteorolo-
gische Bedeutung. Weitere Einzelhelten und die Ergebnisse
dieser Untersuchung findet man bei FECHNER (1978), wdhrend
Vorstudlien dazu, in denen nur drei Wintermonate der Jahre
1966 bis 1974 untersucht wurden, ohne gesonderte Berech-
nung des Jahresgangs, in den Arbeiten von FECHNER (1974),
FECHNER (1975) und JECKSTREM (1977) dargestellt sind. -
Ahnliche Arbeiten findet man bei KIDSON (1975) und WHITE

(1972).

5.7, Vertikale natiirliche Orthogonalfunktionen an einem
festen geographischen Ort

Bei dieser Problemstellung liegen Zeitreihen von meteoro-
logischen MeRwerten an einem festen geographischen Ort
vor. Die Messungen liegen jedoch in verschiedenen Druck-
niveaus (H8hen) und flr verschiedene physikalische Para-
meter vor, Ziel ist es, zwel neue Datensitze zu berechnen:

1. Die zeitunabhidngigen natiirlichen Orthogonalfunktionen,
die eine klimatologische Klassifikation der MeRwerte
darstellen und nach ihrem statischen Einfluf, genau
genommen nach der GroBe ihrer Varianz geordnet sind,

und



...71...

2, Die nur von der Zeit und der Klassennummer, der
zugehdrigen natirlichen Orthogonalfunktion abhéngigen
Koeffizienten, die den zeitlichen Verlauf des Webters
an diesem Ort angeben, wobei man die Genauigkeit der
Wettererscheinung durch Hinzunahme von Koeffimienten
mit der nichst h8heren Klassepnummer schvittweisé
steigern kann. Ein einzelner Koeffizlent gibt kelne
einzelne Wettererscheinung wieder, sondern die Stidrke
und Richtung derjenigen Wettererscheinungen, die in
der natilplichen QOrthogonalfunktion mit der gleichen

Klassennummer zusammengefaft sind,

Zwel Untersuchungen zu dlesem Thema wurden hier am Institut
durchgefihrt, Bei der ersten wurden Reihen von Radiosonden=-
‘messungen der Station Stuttgart - ersatzwelse wegen Orts-
verlegung der Station - Erlaﬁgen fir die Jahre 1950 bis
1968 nach natiirlichen Orthogonalfunktionen entwickelt,

Als Mefwerte wurden das Geopotential, die Lufttemperatur,
die Feuchte flr verschiedene Druckniveaus von 900 mb bis
oo mb, sowie die Jahreszeit verwendet. Einzelheiten fin-
det man bei ERDMANN (1974) und ERDMANN und FECHNER (1975),

Im Gegensatz zu dieser typischen Landstation, wurde von
KAMINSKI (1977) als typische Seestation die Radiosonden-
messungen des Wetterschiffs ¢ (stidlich von Grdnland) nach
natiirlichen Orthogonalfunktionen entwickelt. Dieser Unter-
suchung lag eine 18jshrige MeBreihe von 1948 bis 1965 zu
grunde. Als MeBwerte wurden in verschiedenen Druckniveaus
von 1ooo bis 100 mb, das Geopotential, die Lufttemperatur,
die Luftfeuchte sowie der Wind verwendet.

Es wurden nur die Abweichungen vom mittleren Jahresgang
betrachtet. Um die verschiedenen MeRBparameter dimensions-
miRig vergleichbar zu machen, wurden sie in Grdfen umge-
rechnet, die die Dimensionen der Wurzel aus der Energie
pro Masseneinheit besafen. Die Eigenwerte hatten dann
die Dimension einer Energie pro Masseneinheit. Die Wind-
kxomponenten waren bereits in der richtigen Einheit vor-
handen. Temperatur und Geopotential wurden unter Verwen-
dung der Theorie der verfligbharen potentiellen Energie?
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in der die Temperaturabweichung quadratisch auftritt,
umgerechnet, die Feuchte wurde unter Verwendung der
Energierelation zwischen latenter und sensibler Wirme

an das System der Energlerelationen angeschlosgen, In

der Formel fir die verfilgbare potentielle Energle trité¢
eine Stabilitdtsfunktion auf, die sich mit dem Luftdrﬁqk
indert, sonst aber als konstant angenommen wyrde, Dadurch
waren die Umrechnungsrelationen in den verschiedenen Druck~ .
niveaus verschieden, Diese etwas komplizierﬁe Umrechnung
geht davon aus, daf® der EinfluB von physikalisch meteoro=
logischen Grdfen durch die damit gekoppelte Energie gemes-~
sen und auch verglichen werden kann.,

Die Ergebnisse dieser Untersuchungen zeigen, daf eine enge
Koppelung zwischen den Mefgr®fen und ihren Werten in verw

_ schiedenen Druckniveaus besteht, Mit 5 Reihengliedern

kann man bereits 84 % der Gesamtvarianz darstellen, der.
mittlere relative Approximationsfehler liegt dann bel # ho %
der mittleren Streuung.

Khnliche Untersuchungen erfolgten durch NORDO (1966),
BRADLEY u.a. (1968), MULLER (1968), WIIN-NIELSEN (1971)
und TATARSKAYA (1974), '

6, SPEZIELLE EIGENSCHAFTEN DER REIHENDARSTELLUNG DURCH
ORTHOGONALE FUNKTIONEN '

Hier sollen wesentliche Eigenschaften in nicht formal mathe-
matischer Ausdrucksweilse angegeben werden, fir die alle oder
gewisse Reihendarstellungen durch orthogonale Funktionen
besonders gut geeignet sind:

6.1. Datenreduktion

Die Datenreduktion bei einem mdglichst geringen Informa-
tionsverlust ist eine allgemeine Eigenschaft der Reihen-
darstellung durch orthogonale Funktionen, unabhingig
davon, welche Funktionen verwandt werden. Dies ergibt

sich aus ihrer Definition, wie sie am Anfang von Kapitel 2
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beschrieben wurde, Wenn man zu einem konkreten Ergeb=
nis kommen will, muf man jedoch ein MaR flr die Informa=
tion ~ und damit auch fUr den Informationsverlugt =
angeben. Je nach dem verwendeten Informetionsmas, ob
normales mittleres Fehlerquadrat oder Varianz, hat man
die mathematischen Orthogonalfunktionen oder dile natir-
lichen zu verwenden, Vergleiche dazu die Arbeiten von
HOLMSTRUM (1963) und ELIASEN u.a. (1969).

6.2, Tranformation in die Spektraldaratellung

Liegen die Daten als Funktionen der unabhingigen Variablen
x vor, in der Praxis sind sie meist nur an speziellen
Punkteﬁ, im allgemeinen an den Gltterpunkten, gegeben

und werden gle dann in eine Reihe orthogonaler Funktionen
umgerechnet, so ist diese Umrechnung eine Transformation
in die Spektraldarstellung. Die Funktionen werden nicht
mehr durch ihre Werte an spezlellen Punkten dargestellt,
sondern durch Koeffizienten, die mit bestimmten Eigen-
schaften -~ wie zum Beispiel der Wellenlinge ~ verbunden
sind. Weitere Ausfihrungen zu diesem Thema erfolgten am
Anfang des Abschnitts 1, also am Anfang der Einleitung.,
Beispiele dazu liefern: SILBERMAN (1954), KUBOTA (1958),
MULLER (1968), BRADLEY u.a. (1968), SALTZMANN (1970),

KAO u.a. (1970), KAO (1970), KAO (1970a), GAVRILIN (1972},
WIIN-NIELSEN (1972), ARPE u.a. (1974) und BURROWS (1976).

6.3. Abgestufte verveinfachte Darstellung der Datenfelder

Angenommen, man hat ein Feld, das sich bereits durch eine
Orthogonalreihe mit einer endlichen Zahl von Gliedern
darstellen 14Rt. Wenn einem dieses Feld zu kompliziert
ist, so daB® man das Wesentliche von ihm nicht erkennen
kann, so 148t man das Reihenglied mit der h&chsten Num-
mer fort. Dadurch wird das Feld einfacher, es enthilt
weniger Einzelheiten, das Wesentliche 14Bt sich leichter
erkennen; denn das Wesentliche ist in den Reihengliedern
mit den niedrigeren Ordnungszahlen enthalten. Ist das so
entstandene Feld noch nicht einfach genug, so 1l4Bt man
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ein weiteres Glied fort. Dieses Verfahren kann man so
lange fortsetzen, bis die Reihe nur aus dem ersten
ilied vesteht, Damit hat man das Wesentlichste dieses
Feldes durch genau eine XKonstante, nimlich den emrsten
Keeffizientan ¢, der Relhe dargertellf. Zwischen dieser
Carstellung und der Darstellung des gegebenen Faldes
cind scoviels Abstufungen méglich, wie die vollstidndige
Reihe an Reihengliedern hat. Diese Anzahl wird auch oft
der Freiheitsgrad dieser Darstellung genannt, Belspiele
dacu sind ou finden in den Arbeiten von AWADE u.a., (1957),
HOLMOTRIM (1563), BRADLEY u.a. (1968), ELIASEN (1969)
und GAVRILIN (1872),

6.4, Kontinulerliche Darstellung von Feldern

Hiufig soll ein Feld f£(x) auf einem kontinuieriichen
Definitionsgebiet gelten, man kennt seine Werte jedoch
nur an gewissen diskreten Stellen, sum Beispiel an den
Gitterpunkten eines Gitternetzes, Verwendet man dann

eine Darstellung durch endliche Reihen von solchen
Orthogonalfunktionen, die kontinuierlich und stetig, Jja
sogar bheliehig oft differenzierbar sind, so ist das durch
diese Reihe dargsestellte Feld Ulberall im Definitions-
gebiet der Orthogonalfunktionen, also kontinuierlich,
definiert. AuBerdem besitzat das Feld die gleichen Stetig-
keitseigenschaften wie die Orthogonalfunktionen. Die
Beschrinkung auf endliche Reihen ergibt sich zwingend

aus der Tatsache, daB man h8chstens soviele Reihenglie-
der berechnen kann, wie es Gitterpunkte gibt. In der
Praxis mu® man von einer endlichen Anzahl von Gitter-
punkten ausgehen, dann kann die Orthogonalreihe auch

nur hdchstens so viele, also endlich viele Glieder haben.

Der Vorgang der Umwandlung von diskreten Feldwerten in
kontinuierliche Funktionenreihen wird auch Feldanalyse
genannt und leitet damit zum nichsten Unterabschnitt
ilber. Doch zZundchst noch einige Beispiele zu diesem
Unterabschnitt: BRYAN (1959), BAER (1964), ELLSAESSER
(1966), BAER u.a. (1971), SPETH (1974) und SIMMONDS u.a.

(1975).
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6.5. Feldanalyse aue Punktwerten

Liegt ein gewisses Feld nur an Punktwerten vor und
winscht man eine kontinuierliche Darstellung, so sind
Reihen von kontinuierlichen Orthogonalfunktionen gut
dafir geeignet. Alle hier in den Abschnitten 3,1, bis
3.5. verwendeten mathematischen Orthogonalfunktionen

sind auf ihrem Definitionsgebiet kontinuierlich, Ja

sie sind dort sogar beliebig oft differenzierbar,

Die Aufgabe besteht in der Berechnung deyr Koeffizlenten
c;s wobei die Funktion nur an den Punktwerten gegeben
ist, Ohne auf Einzelheiten einzugehen, sollen zwel Wege
zur Erreichung dieses Ziels aufgezeigt werden, Der erste
Weg ist in diesem Zusammenhang der mehr direkte, tatsich-
lich verschiebt er jedoch meist nur die Schwierigkeiten,
Danach werden die Koeffizienten ¢, nach der Formel (54)
berechnet, also im wesentlichen aus dem inneren Produkt
der Mefwerte mit der k~ten Orthogonalfunktion, Formel
(49) zeigt, da® dazu der Mittelwert - oder bis auf einen
Faktor - das Integral lUber das Produkt aus den Funktions-
werten und der Orthogonalfunktion bendtigt werden. Dabel
muf kontinuierlich Uber den vollstidndigen Definitions~-
bereich integriert werden, obwohl die Werte nur an den
diskreten Gitterpunkten vorliegen. Es gilt nun, ein
numerisches Integrationsverfahren anzugeben, bei dem

die Werte nur an den vorgegebenen diskreten Punkten vor-
liegen. Kennt man ein derartiges Verfahren - z.B.

41 £(x) dx = g £(x;) By

mit den B; vom Ende dieses Unterabschnitts - so ist

das Problem geldst. Deshalb wurde oben gesagt, diese
Methode verschiebt nur das Problem. Dennoch ist es hiu-
fig m¥glich, ein brauchbares Integrationsverfahren anzu-
geben, vor allem, wenn die Gitterwerte gleichmifig lber
das Definitionsgebiet verteilt sind. Da man Uber den
Verlauf der Funktionswerte auferhalb der Gitterpunkte
zunichst nichts weif, mu® man plausible Annahmen hinzu-
nehmen. Eine solche ist wum Beispiel, daR diskrete

Felder, die an den Gitterpunkten mit den zur Verwendung
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kommenden Orthogonalfunktionen ﬁbereinsﬁimmen, auch
diese Orthogonalfunktionen als Ergebnis liefern sollen.,
Soviel zu der direkten Analysenmethode.

Bel der zweiten Methode muf man von vornherein festlegen,
wieviele Glieder der Orthogonalreihe zur Darstellung
herangezogen werden sollen. Diese Anzahl muB stets klei=
ner oder gleich der Anzahl der Gitterpunkte sein, Dann
bestimmt man in der so aufgestellten Tellreihe, die zu-
niichet unbekannten Koeffizienten so, daf die Summe der

- eventuell noch gewichteten - Fehlerquadrate an den MeR~-
stationen ein Minimum wird, Dieses Verfahren wird die
Methode der kleinsten Quadrate genannt und 1st allselts
bekannt., Zwei Fragen bleiben noch zu entscheident

1. Wieviele Glieder der Teilrelhe verwendet man, und

2, welche Gewichte werden eventuell an den Stationen
verwendet. Zunichst sollte man die Gewichte B, so bestim-
men, daf sie den Raum um den betreffenden Gltterpunkt
einnehmen, der von keinem der umliegenden Giltterpunkte
beansprucht wird, Flir die Fliche, das gilt Ubrigens

auch filir die Kugeloberfliche, schlage ich eine Dreiecks~-
einteilung vor, wie sie im Abschnitt 5.5, beschrieben
wurde. Liegen diese Gewichte vor, so sollten die Glie-
derzahl der Teilreihe kleiner als der Ausdruck

2 2
(Y 6.)°, J 8%
£ / !

bleiben. Dabei ist llber alle Gitterpunkte zu summieren.
Die Begriindung dafir findet man auch im Abschnitt 5.5,
Weitere Beispiele zu diesem Unterabschnitt findet man
in den Arbeiten von: ELLSAESSER (1966), DIXON (1969),
MACHENHAUER u.a. (1972), BOURKE (197%4) und SPETH (1974).
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6.6, Kontinuierliche Darstellung von Feldern auf der
Kugeloberfldche

Die Kugeloberfliche 18Rt sich bekanntligh night auf
ein ebenes Flichenstilck abwickeln, ja es gibt kelne
flberall stetige Funktion, mit der man die vollstidndige
Kugeloberfléche auf die Ebene abbilden kann.

Aus diesem Grunde ist die Darstellung veon skalaren

und vektoriellen Feldern auf der Kugeloberfliche nicht
ganz unproblematisch, da man generell eine stetige
Darstellung der Felder erwartet, CGenau dies erreicht
man mit der Darstellung durch Reihen von Kugelflichen~
funktionen bzw, von orthogonalen Vektorfunktionen, Auch
bel der Darstellung von horizontalen Vektorfeldern gibt
es speziell an dem Nord- bzw, Sidpol keine singuliren
Unstetigkeiten, Letztere treten immer auf, wenn die
Vektorkomponenten in meridionaler und zonaler Richtung
einzeln durch skalare Felder dargestellt werden sollen,
Die hier angegebene Darstellung von Feldern auf der
Kugeloberfliiche ist nicht die einzig mdgliche Art, um
die Felder kontinuierlich darzustellen, so liefert Jjede
linear unabhingige Linearkombination der Kugelfl&chen-
funktionen einen nicht notwendig orthogonalen Funktionen- .
satz, dessen Reihe die gleiche Eigenschaft hat. Es
fehlen dann aber die anderen positiven Eigenschaften
orthogonaler Funktionenreihen, Das entsprechende gilt
fir die orthogonalen Vektorfunktionen auf der Kugelober—
fl&che.

Es soll noch darauf hingewiesen werden, daB die in den
Kapiteln 3.1. bis 3.5. verwendeten speziellen mathema-
tischen Orthogonalfunktionen nicht nur in ihrem ganzen
Definitionsbereich stetig, sondern sogar beliebig oft
differenzierbar sind. Damit héngt im wesentlichen die
nidchste Eigenschaft dieser Funktionen zusammen, der

ein eigener Unterabschnitt gewidmet ist.
Literaturbelspiele zum Unterabschnitt 6.6.: ROBERT
(1965), SCHMIDT (1969) und EFIMOV (1969).
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6.7. Vereinfachung der Differentation undvIntegration

Liegt ein Feld in Form einer Reihe der angegebenen
speziellen mathematischen Orthogonalfunktionen vor,

so kann man die Differentation und die Integration auf
die entsprechenden Operationen an den Orthogonalfunktio=~
nen zurlickfUhren., Diese Operationen sind dort stets
definiert und leicht und analytisch ausfihrbar:

2.8, %f einx = in einx
das heift, der urspriingliche Koeffizient ist nur mit
einem imaginiren Faktor zu multiplizieren, Bei der Diffe-
rentation der Kugelflidchenfunktion erhdlt man ebenfalls
einen Faktor und den Ubergang zu einer orthogonalen Vek-
torfunktion, Flr die Differentation der orthogonalen
Vektorfunktion erh81lt man ein analoges Ergebnis,
Bel der Integration tritt an die Stelle der Multipli=-
kation die Division.,Damit sind diese infinitesimalen
Operationen auf die einfacheren Operationen der Multipli-
kation und Division der spektralen Komponenten zurilck=
gefUhrt. Wihrend die Integration immer durchfihrbar ist,
kann es bei der Differentation von unendlichen Relhen
dadurch Schwierigkeiten geben, daR die neu entstandene
Reihe nicht konvergiert und die dadurch -entstandene Funk-
tion nicht mehr zu den zugelassenen Funktionen des Hil~
bertraums gehdrt. Dies hat jedoch nur eine theoretische
Bedeutung, da man es in der Praxis immer mit endlichen
Reihen gu tun hat. Dadurch wird die Dif@erenzierbaﬁkeit
a priori vorausgesetth

Den Vorteiler. bel der Differentation und Integration
stehen Nachtelle bei der Multiplikation und Division

der Funktionenreihen gegenliber. Zwar gibt es auch hier-
fiir analytische Formeln, doch erstens sind diese im all-
gemeinen komplizierter und rechenintensiver als die
Multiplikationen und Divisionen von Feldern in Gitter-
punktsdarstellung und zweitens vergrdfert sich bei jeder
Multiplikation von zweli Teilreihen die Anzahl der Glieder
der neu entstandenen Produktreihe so, da® lhre maximale
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Wellenzahl gleich der Summe der maximalen Wellenzahlen
der Teilreihen ist. Im.allgemeinen missen die neﬁ hin=-
zutretenden Glieder weggelassen, also abgehackt werden,
Das ist.der sogenannte nicht-lineare Effekt, bel dem.
~Information verloren geht, Dieser Informationsverlust
18Rt sich auch bel der Gltterpunktsdarstellung nlcht
vermeiden, er schlégt sich dort in der Unsicherheit beil
der Differentation und Integration nieder, Bel dem Rech~
nen mit den Koeffizlenten orthogonaler Funktionenreihen
wel® man jedoch genau, welche Vernachligsigungen man
beim Abhacken macht, Beim Rechnen in der Gitterpunkts-
darstellung sind die‘analogen Fehler schwerer zu Uber=
sehen und schwerer zu deuten., Bei der Addition und Sub~
traktion gibt es zwischen der Gitterpunktsdarstellung
und der spektralen Darstellung keine wesentlichen Unter-
schiede, Weitere Informationen zu diesem Thema findet
man in dem Unterabschnitt 6.10, "Die Verwendung orthogo-
naler Reihendarstellungen in numerischen Modellen",
Beispiele dazu sind die Arbeiten von KUBOTA (1958),

BAER (1964), RASMUSSEN (1974), ORSZAG (1974), PURANI u.a,
(1974), SIMMONDS u.a, (1975) und JAMES (1976).

6.8. Objektive Klassifikation gewisser Typen von Datenfeldern

Oft liegt die Aufgabe vor, eine Grundgesamtheit von empi-
risch gegebenen Feldern zu klassifizieren, ohne daf man
genau welf oder ohne daf angegeben wird, nach welchen
Gesichtspunkten die Klasseneinteilung vorgenommen werden
soll. Flir diese Aufgabe bieten sich die natlirlichen
Orthogonalfunktionen geradezu an. Die Funktionen selbst
stellen die Klasseneinteilung dar. Genau genommen, kann
man bei reellen Koeffizienten flir jede Funktion, also

fliir jedes damit verbundene Merkmal, eine lineare Klassen-
einteilung vornehmen, unabhingig von der Einteilung

der nachfolgenden Funktion. Dabei nimmt die Bedeutung

mit wachsender Ordnung der Orthogonalfunktion ab. Da die
Koeffizienten positive und negative Werte annehmen kdnnen,
gibt es zu jedem Merkmal auch sein Gegenteil. Die ein-



-~ 80 -

fachste Einteilung in zwei Klassen ist also cy >0

und ¢, < o, Dem entspricht: das wichtigste Merkmal ist da
oder sein Gegenteil. Besser ist eine Einteilung in

drei Klassen z.B. ¢y > +1, -1 2 ¢y 51, ¢4 < -1, also:
wichtigstes Merkmal vorhanden, wichtigstes Merkmal
fehlt, Gegentell des wichtigsten Merkmgls ist vorhan~
den, Will man nur extreme Fille herausgreifen, Bo setzt
man die Grenzen * 1 welter nach aufen., Eine entsprechen~
de Klassifikation mit Hilfe von ¢, stellen Unterklassen
zu ¢, dar, Ist z,B, cq ein Ma® flir Warmluft (negative
Werte von cy bedeuten dann Kaltluft), so kann Co eln

MaR dafir sein, ob es sich um feuchte Luft handelt,

Flir eine anschauliche Darstellung, um welche Eigenschaf-
ten es sich jeweilslhandelt, ist es gzweckmiRig, eiﬁ
synthetisches Feld zu konstruleren, in dem nur der gzu
untersuchende Koeffizient mit einem extremen positiven
oder einem extremen negativen Wert z.B, *+ 2 auftritt

und alle anderen Koeffizienten verschwinden, Um das Ori-
ginalfeld f(x,t) zu erhalten, ist dabei gemd® Formel
(149) noch auBer dem *+ 2fachen der entsprechenden natiir-
lichen Orthogonalfunktion gk(x) der zeitliche Mittelwert
T(x) hinzuzuaddieren, Flir die horizontalen natiirlichen
Orthogonalfunktionen hat JECKSTROM (1977) eine derartige
Klasseneinteilung beschrieben und sie dann auch meteoro-
logisch interpretiert.

In den Arbeiten von ERDMANN (1974) und ERDMANN und
FECHNER (1974) und von KAMINSKI (1977) sind entsprechen-
de Klasseneinteilungen mit Hilfe der vertikalen natiir-
lichen Orthogonalfunktionen liber einer geographischen
Station vorgenommen worden. Einige weitere Literatur-
beispiele sind die Arbeiten von GRUZA (1965), NORDO
(1966), JOELSSON (1970) und WIIN-NIELSEN (1971).
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6.9, Statistische Interpolation, Extrapolation und
Vqrhersage'

Die rein zeitabhingigen Koeffizienten ¢, (t) der nattir-
lichen Orthogonalfunktionen sind gemiR Formel (152),
zeitlich orthogonal, also unkorreliert, Die Zeitreihe
jedes einzelnen Koeffizienten kann daher unabhingig

von den Ubrigen betrachtet werden, Inshesondere kann

man fehlende Zwischenwerte Interpolieren und am Ende
einer solchen Reihe auch extrapolieren, also vorhersagen,
Nach welcher Methode die einzelne Zeltreihe interpoliert
oder extrapoliert wird, soll zun#chst nicht erSrtert wer-
den. Da man‘mit Hilfe der interpolierten (oder extrapo-
lierten) Koeffizienten nach Formel (149) das Feld dieses
Termins zusammensetzen kann, ist mit diesem Verfahren
die Interpolation, bzw, Vorhersage von Datenfeldern auf
die Interpolation bgzw, Vorhersage von Zeitreihen zuriickge-
fuhrt. Letzteres ist gewiR einfacher., Auf Einzelheiten
der Interpolation der Zeitreihen soll hier nicht einge-
gangen werden, weil dies Problem nicht unmittelbar mit
den natiirlichen oder anderen Orthogonalfunktionen zusam-
menh&dngt. Doch manchmal ist das gesuchte Feld f (x,td)
zur Zeit to teilweise bekannt, z.B. nur auf einem echten
Teil t e+ des Definitionsgebiets & s, wdhrend es auf

dem Ubrigen Teil des Definitionsgebiets unbekannt ist.
Dazu ein Beispiel: f(x,t) séi dieATemperatur in der

Hbhe x Uber einer MeBstation. Die natiirlichen Orthogo-
nalfunktionen flir o < x < X seien aufgrund einer langen
MeRreihe bekannt. Manchmal finden jedoch nur Messungen
bis zu einer geringeren (etwa der halben) HShe Y statt

mit dem Wert f(x,t ) und o < x < Y.

Man m8chte nun gern schitzen kénnen, wie der Temperatur-
verlauf zur Zeit t, fir ¥ < x < X ist, also in dem
rdumlichen Bereich, in dem nicht gemessen wurde. Der
Definitionsbereich ¥ ist hier ¥ = [o,X],wéﬁrend T das
Intervall [o0,Y] ist. Gesucht wird der Wert f(x,t ) fir

x ¢ (Y,X]. Zunichst definiert man eine neue Teilortho-
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gonalfunktion, die nur auf t nicht verschwinden

gk(x) flir x ¢ v

G (x) = (185)

o filr xe und x ¢ 1

Nun berechnet man aus dem bekannten Teil f'(x,to) des
Feldes und diesen Teilorthegonalfunktionen NEherungen
flir die Koeffizilenten ck(to) Niherungskoeffizienten

(£1(t,), Gy)
Cr(ty) = 5 (186)

Wy
Diese Formel ist analog zur Formel (153) filr die ck(t)
gebildet, Das innere Produkt (f'(to), Gk) hi#ngt jedoch
nur von den Werten f£'(t_ ,x) mit x ¢ t ab, die nach der
Voraussetzung bekannt sind, denn nach seiner Definition
(144) erhdlt man

(f'(to), Gk) = 5%35 f f'(x,to)'G;(x) dx

g

= r_n—i(ﬂ J f'(X,tO)'G;(X) dx,

T
letzteres, weil der Integrand wegen (185) fiir x ¢ =,
x ¢ Y verschwindet. Die gesuchte Niherungsfunktion
F(x,to) fur f(x,to} mit x ¢ ¥ wird nun durch die Reihe

o]

F(x,8,) = T(x) + kgl Cp (£5) g, (%) (187)
gegeben, darin sind die gk(x), die urspriinglichen Ortho-
gonalfunktionen, die auf dem ganzen Definitionsgebiet
bekannt sind. Diese Art der statistischen Interpolation
ist optimal.

GANDIN (1965) hat sich ausfiihrlich mit dieser optimalen
Interpolation vor allem fiir die Anwendung in der Meteo-
rologie befaBt. Andere Literatur zu dem Thema dieses
Unterabschnitts findet man bei HOLMSTROM (i970), VOGLER
(1973) und KNUDSEN (1973). 1
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6.10. Die Verwendung orthogonaler Rethendarstellungen
in numerischen Modellen

Ein wesentliches Anwendungsgebiét flilr die spektrale
Darstellung von Feldern sind numerische Modelle, Fiir

die auf endlichen Gebieten definierten Funktionen

kbnnen im allgemeinen nur die r#umlichen Abh#ngilgkeiten
der Felder durch Reihen von Orthogonalfunktionen dap~
gestellt werden, nicht jedoch dle zeitlichen Abh#ngig-
keiten, Letztere missen weiterhin durch Punktwerte auf
der Zeitachse dargestellt werden, Das.héngt damit zusamw
men, daR die Zeitachse nach belden Seiten unendlich aus-
gedehnt ist und die in dieser Arbeilt betrachteten Defi-
nitionsgebiete der Orthogonalfunktionen unendlich aus-
gedehnte Gebiete ausschlieBen., Somit kdme eine Anwendung
der Reihendarstellung flr die Zeitvariable nur bei solchen
Modellen infrage, die z.B, den allgemeinen Tagesgang
oder den allgemeinen Jahresgang darstellen sollen,

Flir die rdumlichen Definitionsgebiete ist die Bedingung
der Endlichkeit praktisch immer erfiillt - in der Verti-
kalen muB dann der Luftdruck als Koordinate gewdhlt werden
Die Darstellung durch Reihen mathematischer Orthogonal-
funktionen in Modellen vereinfacht die Operationen von
Differentation und Integration; flir die Kugeloberfliche
kommt hinzu, daf die entspréchenden Funktionen von sich
aus auf der ganzen Kugeloberfliche eindeutig und stetig
sind, dabei kann man auch leicht eine Aufl8sung erreichen,
die flir jeden Punkt der Kugeloberfliche gleich ist. Bel
der Darstellung auf Gitterpunkten ist dies nur in

den singuldren Fillen mdglich, falls man als Gitterpunkte
die Ecken eines reguliren K&rpers nimmt. Der entstehende
Gitterpunktsabstand ist flir praktische Rechnungen zu grof.
AuRerdem verursachen die Fehler, die bei der Differenta-
tion in der Gitterpunktsdarstellung entstehen, leicht eine
mathematische Instabilitdt des Modells, die durch eine
rdumlich ungleichfdrmige Aufldsung verstérkt wird. Sie
mup durch eine héhere zeitliche Aufldsung kompensiert

werden.
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Einen besonders grofen Zeitschritt kann man in rium-
lich begrenzten Modellen durch Verwendung von natiir~
lichen Orthogonalfunktionen erreichen wie KARHILA
(1974) gezeigt hat.

Die Literatur Uber Anwendung orthogonaler Reihen in
numerischen Modellen ist sehr umfangreich.

Ein spetielles internationales Symposium befafte sich

vom 12, bis 16, August 1974 mit diesem Thema (GARP Report
1974), Weltere Informationen findet man dort und in den
folgenden Literaturangaben: BRYAN (1959), ROBERT (1965),
BUTTCHER (1966), BAER (1968), ROBERT (1968), BAER (1970),
BODIN (1972), NIESEN (1973), RASMUSSEN (1974), MASHKORICH
u.a, (1974), PURANI uw.a. (1974), HOSKIN u.a, (1975),
MOURA (197¢),

7.  ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE

Flilr ein von zwel Parametern x und t abhingiges Feld
f(x,t) ist fur viele Zwecke die Darstellung durch eine
Funktionenreihe

f(x,t) =
k

nes18

. e (t) * g (x)

der Darstellung durch Gitterpunktswerte vorzuziehen,
vor allem, weil bei der Verwendung von kontinuierlichen
Funktionen gk(x)Jdas Feld f(x,t) bei der Darstellung
durch die Funktionenreihe selbst dann noch fiir alle
Punkte x des Definitionsbereichs v definiert ist, wenn
man nur endlich viele Reihenglieder beriicksichtigt.

In dieser Arbeit werden auBerdem nur orthogonale
Funktionen verwendet, das bedeutet flr das innere Pro-
dukt von zwel Funktionen: -

(& gj) = ﬁ%yy j gk(X)'QE(X) dx =
Y > o flir k = ]

o fir k f J
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Es werden nur endliche Definitionsgebiete 3 betrachtet.
Der Parameter t ist im allgemeinen die Zeit, es kann
aber auch eln anderer Parameter, insbesgendere ein stati-
stischer Parameter sein. Die Felder f£(x,t) milsgen ledig~
lich quadratisch Lebesgue~integrabel sein:

[Eece) |12 = (206), £0£)) =grdy 1[? £Ox,8)r£R(%,8) dx < + =

das bedeutet im allgemeinen Anwendungsfall, daf die mitt~-
lere Gesamtenergie endlich bleiben mup, Weitere Elnschrén~
kungen sind fir f(x,t) nicht erforderlich,

Ein wesentliches Ziel bel der Anwendung orthogonaler Redi~
hen, besteht in der schrittweisen Annéherung des Feldes
f(x,t) durch die Teilreihe

K o
Pplx,t) = e, (t) g, (x)
K k§1 k k¥

Der dabei gemachte Fehler

=]

. ] 2
Vi (8) = [[£(E)=Tp () ]| --k=KX+1lck(t>l [ gy 112

nimmt mit wachsendem K ab und strebt filir K -+ + «» gegen
Null. v

Die Auswahl und Anordnung der Orthogonalfunktionen gk(x)
kann man durch die Angabe eines einzigen selbstadjungier-
ten Operators A festlegen, der Felder in Felder transfor-
miert. Die gk(x) sind die gigenfunktionen von A, die nach
der QGroRe der Eigenwerte Wy geordnet werden (es werden

nur Operatoren mit nicht negativen Eigenwerten betrachtet):

Ag =W By
Die Auswahl des Operators hingt davon ab, was man als
méglichst einfaches Feld definiert, das entspricht den
Orthogonalfunktionen mit kleinen Werten von k. Hier werden
zwel FHlle unterschieden: '
1. Die Felder sollen nach ihren Stetigkeitseigenschaften
angéordnet werden: Je kleiner k desto grdRer die Stetig-
keit, das heiBt, desto kleiner ist die Qorm des relativen
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Differentialquotienten

we =lla gerax||/] g, l].

Die g, sind nach wachsendenEigenWErtenwﬁ geordnet,
go(x) ist die glatteste Funktion. Die gk(x) sind mathe-
matische Orthogonalfunktionen, die von dem Definitlions~-
gebiet ¥ der Felder (und der Orthogonalfunktionen)

abhingen.,

2, Man kann die Orthogonalfunktionen so w&hlen, dahk der
statlistische Mittelwert des Fehlers:

. ) o2
v ® Vi
Jjeweils ein Minimum wird fir k = 1,2,3,...
Flir den Operator A ist in diesem Fall die Kovarianz-

funktion der Felder zu nehmen:

A g (x) = (gk,f‘5 T (x) = wﬁ g (x)
darin ist f'(x,t) die Abweichung vom statischen Mittel~
wert £'(x,t) = £(x,t) - T{XY. Die Eigenfunktionen gk(x)
hédngen von den Feldwerten statistisch ab und heifen
deshalb natlirliche (empirische) Orthogonalfunktionen,
Sie werden nach fallenden Eigenwerten wi geordnet,
gl(x) ist die im statistischen Sinne wahrscheinlichste
Funktion fiir f'(x,t).

Die unter 1, aufgefiihrten mathematischen Orthogonalfunktio-
nen hingen von dem vorgegebenen Definitionsgebiet J und
eventuell dem Wertebereich W ab.

Ist ¥ eine geschlossene Kurve, also -7< X < =« mit

f(-n) = £(+m), so gilt

g, (x) = e™ m o= o0,41,42,...,
die Eigenwerte sind wi = m2.
f(x) wird durch eine komplexe Fourierreihe dargestellt.

Im reellen Fall nimmt man stattdessen als Eigenfunktionen

8o 1 flir m = o und

1 1 . -
8 75 cos mx,;: sin mx m= 1,2,000 &
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Ist die Kugeloberfléche mit den geographischen Koordi-
naten ¢ und A, so ist der Differentialquotient eines
Skalars f(¢,r) ein zweidimensionaler Vektor $(¢,A) und

umgekehrt. . ‘
Fir skalare Felder erhilt man den Eigenwertoperator durch
Minimierung von ||grad £|| = ||rot £f||, Es ist der negative

Laplaceoperator auf der Kugeloberfliche:
A = - div grad = - vﬁ
Als Eigenfunktionen erhdlt man die Kugelfl&chenfunktionen:

. i
By, m(9s2) = Yp(8,0) = Ph(sin o) ™

die Pg(z) sind die auf eins normierten zugeordneten
Legendreschen Funktionen:

m .n
PQ(Z) = /%%:%%% (-1)m fl-z2 g—ﬁ Pn(Z).

¥ dz

Die Eigenwerte hdngen nur von n ab wi m = n(n+l), n=0,1,2,.,4
3

m = 0,+1,42,...,0N. _

Fir vektorielle Felder v hat man /||div 3|]2+IlrotR3|| Zu

minimieren, um den entsprechenden vektoriellen Eigenwert-

operator zu erhalten:

A = - grad div + rot rotR .

Dies ist der negative wektorielle Pseudo-Laplaceoperator auf
der Kugeloberflidche. Seine Eigenfunktionen sind die ortho-
gonalen Vektorfunktionen

grad Y2(¢,k) fiir s=o

' 1
kgg’s(¢’l) = ’ m .
/n{n+1) rot Yn (6,1) fiir s=1

Die Eigenwerte n(n+1) hingen wieder nur von n ab, doch
fehlt der Eigenwert o, es gilt n= 1,2,3,...3
m=0, +1, + 25...,n; S = 0,1,

Ist J die Strecke von -1 bis +1, also -1 < x < + 1, 80
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hat man

[/ &

zu minimieren und erh#dlt als Eigenwertoperator

= - S—i—-— L 2 g——-

= "
L2031 A ¢ (x2-1)Py

n ax

mit den Legendre'schen Polynomen Pﬁ(x) =
2 'nl

als Eigenfunktionen und den Eigenwerten

2
Wy, = n(n+l), n = 0,1,2,404 o

Ist & eine ebene Rechteckfléche, ~X < x 2 X, ~¥ <y z2Y,
s0 hat man den Ausdruck

|1 x2-xrmye 320 T a(hByPrnye 3T

zu minimieren und erh#dlt den Eigenwertoperator

ca!'_b

2_.2

o w8 X=X~ 3 v B g XY-y o3
A = 5% x2 9% } oy { v 3y }

mit den doppelten Legendre'!schen Polynomen

m(x,y) = Pn(%) * P (%)

2 _ n(n+1) + m(m+1)

W = B
nm X2 Y2

n
n

Die doppelten Legendre'schen Polynome wurden zur Analyse
und zur Darstellung von Bodenwerten des Luftdrucks, der
Temperatur und der Windkomponenten fiir das Gebiet der
Kieler Bucht verwendet. Die Analysen wurden nach der
Methode der kleinsten Quadrate durchgefihrt unter
Verwendung von Stationsgewichten, die der GrdfRe der
durch sie repridsentierten Umgebung entsprachen.

Die Kugelflfchenfunktionen wurden gemeinsam mit den na-
tlirlichen Orthogonalfunktionen zur Darstellung des Geo-
potentials der 500 mb Flidche der Nordhalbkugel verwendet.



- 89 -,

Die natirlichen Orthogonalfunktionen der Abweichungen
von dem Jahresgang wurden dabei durch die KugelflHdchen-
funktionskoeffizienten dargestellt. Diese Untersuchung
dient einer objektiven klimatischen Klassifikation der
Zirkulation der Nordhalbkugel im Wellenzahlenbereich.

Der Wertebereich der natilrlichen Orthogonalfunktionen

kann auch aus unterschiedlichen physikalischen Para-
metern wie Luftdruck, Temperatur, Feuchte und Windkom=~
ponenten bestehen, Es 1st jedoch zweckm#dRig, alle diese
Gr8Ren in eine gemeinsame physikalische Dimension umzu-
rechnen, die méglichst der Wurzel aus der Energie propor-
tional sein sollte, Entsprechende Rechnungen wurden fir
langjdhrige Reihen von Radiosondenaufstiegen einer Station
durchgefihrt. Es handelt sich um das Wetterschiff C;

eine etwas Hltere Arbeit befaft sich mit einer Landstation,
mit Stuttgart bzw. vorher Erlangen, Der Ortsparameter x
stellte bel diesen Untersuchungen den Luftdruck als ver-
tikale Koordinate dar und spezifizierte auRerdem den
betreffenden physikalisch-meteorologischen Parameter.
Bereits mit wenigen Reihengliedern (5 bis 7) lieR sich
eine gute Darstellung der Aufstiege erzielen,

Reihen orthogonaler Funktionen sind gut geeignet, um
empirische Daten bei mdglichst geringem Informationsver-
lust zu reduzieren, sie ermdglichen eine stufenweise
Vereinfachung der Datenfelder, und sie bringen flir Modell-
rechnungen eine Reihe von Vorzligen mit.

Reihen mathematischer Orthogonalfunktionen ermdéglichen
eine kontinuierliche Darstellung von Feldern; sie sind
deshalb bei der Feldanalyse aus Punktwerten hilfreich -
und vereinfachen die Differentation und Integration.
Skalar- und Vektorfelder lassen sich mit den Kugel-
fl4dchenfunktionen bzw. ihren Ableitungen auf der voll-
stindigen Kugeloberfliche stetig, Jja sogar beliebig

oft differenzierbar darstellen. Dabei kann man es so
einrichten, daf die Aufldsung, also die kleinstmdgliche
Entfernung zwischen zwel Extremwerten, an gllen Punkten
der Kugeloberfliche exakt gleich grof ist.
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Die natiirlichen Orthogonalfunktionen stellen eine
optimale und objektive Klassifikation der Grundgesamt-
heit der untersuchten Felder dar. Die rein zeitabhingi-
gen Koeffizienten der natlirlichen Orthogonalfunktionen
ermbglichen eine statistische Interpolation, Extrapola-
tion und Vorhersage der Felder f(x,t).
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TABELLE DER VERWENDETEN SYMBOLE

A Operator in ? baw, 452 mit nicht negativen Eigenwerten
Element des Raumes m = "’a X “5, bzw.m r2 “‘62 " ‘6,2

manchmal auch die entsprechende Matrix

axy Elemente der Matyix A

a : Elgenwert des Operators A oder D oda_:; B

£ be 6, 62 ' Definitionsgebiet eines Operatorsg

B stetiger Integraloperator, B e

bn(t) Koeffizient dex Or£honormalfunktion hn(x) in der Ent~

wicklung von £'(x,t), Durch {b1 (£)) by(t)sens } erhilt
man eine Darstellung von f£'(x,t) im Hilbexrtschen Folgen-

cam

): Menge der komplexen Zahlen, Menge der (im allgemeinen
zeitabhéingigén) Koeffizienten der Orthogonalfunkticonen

C A Cpr jedoch ist bel der Berechnung die Orthogonalfuhk-
tion gk(x) durch Gk(x) angendhert worden

Cy Koeffizient der k-ten Orthogonalfunktion, y
ck(t) Koeffizient der k-ten Orthogonalfunktion flir die Zeit t
$T Indexmenge der Vektoren, bzw. Definitionsbereich der

Felder und der Orthogonalfunktionen

D Diffentialoperator zweiter Ordnung, sein Definitions-

bereich &5 umfaBt nicht ganz ‘6 , D& 0L

F(x,t) & £(x,t), Ndherungsldsung flir £(x,t) bei optimaler
Interpolation

£(x,t) skalares Feld, der darzustellenden MeBwerte, als Funktion

£(x) der Ortsvariablen x und manchmal auch der statistischen

f oder Zeitvariablen t. Ihre Menge bildet den Raum‘ﬁ:'{f} ='€¥

fK(x) K-te Ndherungsfunktion flr £(x), Orthogonalreihe fiir K
Gliedern

£'(x,t) Abweichung von f(x,t) von seinem statistischen Mittelwert

£1(x,t) = £(x,t) - £(x)
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= gk(x) fir xeT sonst o

=

) *6,5, k~-te Orthogonalfunktion
e \’3-2
Menge der skalarwertigen Felder, die dargestellt werden

s@llen. Auch die Ndherungsfelder
und die Oxthogonalfunktionen qe-
hiren dagzu,

Menge der vektorwertigen Hilbertraum

Hilbertscher Folgenraum, in dem die MeBwértefelder durch
(im allgemeinen unendliche) Folgen dargestellt werden.
Er ist isomorph zu ‘5'.

beliebige Funktion aus ',;},

orthogonaler Einsvektor in x-Richtung, falls 4? eine Fliche
darstellt (x,y)a-ﬁ

=/ -1 , imagin#ye Einheit

orthogonaler Einsvektor in y=-Richtung, falls JT eine Fliche
darstellt {x,y)e ~

m—~te Besselfunktion

eJl, maximaler Index der Teilreihe, in Abschnitt 5.3, auch

Bodenreibungskonstante

en, Laufindex der Glieder der Orthogonalreihe

= £'(x) f'(y)¥, Kern des Integraloperators B, Kovarianz-

funktion von f£'(x,t)
= %X'ﬁ, Menge der linearen Transformationen von‘% in ‘6

ein maximaler Index der Orthogonalreihe, maximale zonale

Wellenzahl

ein Laufindex flir die Glieder der Orthogonalreihe,

zonale Wellenzahl

[ £{x)dx ist der Mittelwert von £(x)

L
MaB von 4l , édx. (@),3»

tibexr .

Menge der nattirlichen Zahlen flir die Numerierung der

Reihenglieder
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N eln maximaler Index der Orthogonalreihe, maximale
Wellenzahl
n ein Laufindex fir die Glieder der Orthegonalreihe,
Wellenzahl
1
Pﬁ(z) normierte zugeordnete Legendre'sche Funktion,%-f|?§(z)|2dz=1
-1 "
Pn(z) = Pz(z), normiertes Legendre'sches Polynom
Y
ol Vektorkomponente von g in x~bzw. A-Richtung, in Abschnitt 5.4,,
der Luftdruck
>
q Vektorkomponente von g in y-bzw. ¢-Richtung
R’ Menge der nicht-negativen reellen Zahlen fiir die Elgenwerte,

fir die Abstidnde verschiedener Felder voneinander und fir

die Léngen der Vektoren bzw. Felder im Hilbertraum
r Korrelationskoeffizient

-] Index zur Unterscheidung von Reihengliedern mit divergenten

von rotationellen Vektorﬁeldern

T Anzahl der t-Werte im Intexrvall Lttt
Anzahl der betrachteten Termine
t1 erster Termin
t2 letzter Termin
t statistische Variable (Zeitvariable)
+ K]
u Vektorkomponente von v in x- bzw. A-~Richtung
->
v(x) vektorwertiges Feld, der darzustellenden MeBwerte
->
v €£32 als Funktion der Ortsvariablen x
vi eﬂl, mittleres Fehlerquadrat bei der Approximation durch
elne Orthogonalreihe mit K Gliedern
>
v Vektorkomponente von v in y-bzw. ¢-Richtung
n0 Wertevorrat der Felder f£(x,t)
W wesentlicher Parameter bei der Berechnung der Eigenvek-

toren der natlirlichen Orthogonalfunktionen

2 2
=(ay -ayy)/ (wy~w,)
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wi eR, kx-ter Eigenwert des Operators A, D oder B

w? e R, Eigenwert des Operators A, D oder B |

X | Maximalwert von x (in Abschnitt 6.9, gilt x53 fir xet.
=[0,¥]e¥)

% eV, Ortevariable oder

Komponente der Qrtsvariablen (x,y)e &

]g:'s(rb,k) orthogonale Vektorfunktion, (cb,A)ea', (n,m,s)e'ﬂ,]g:'s e‘%,z

Y:(qb,}‘) = Pi(sin ¢).eimx ; Kugelfléchenfunktion, (¢,A)e-ﬁ, (n,m)eﬂ, Yrrr:e‘ﬁ
4 Maximalwert von y in V=1 (x,y) , [x}f_x, !y|_<_Y}
Yy 33, Ortsvariable oder

Komponente der Ortsvariablen (x,y)e3‘

z Variable, melst = sin ¢
an Phase der n-ten Einzelwelle
B Gewicht des i~ten Gitterpunkts, ein Ma8 fiir die umgekehrte

‘Gitterpunktsdichte. I 8, =m(¥), = £(x,) By f\\:‘gf. £f(x) dx

li i
€
1 } -
€2

€ beliebig kleine positive Zahl

A geographische Linge (¢,A)¢e J

$ geographische Breite (d,A)e J

S "Drehwinkel" der Eigenvekﬁoren

T c'a'i‘eilgebiet, auf dem das.Feld f(x,to) bekannt ist, xeT

aiv v = Ah . 3, Divergenzoperator auf einer Fliche

divgrad £ = A}?;f, Laplaceoperator auf einer Fliche

grad h = Ahh, Gradiéntoperator auf einer Fléche

Re{c} Realteil von ¢

rotR 3’ = (Vx—_\;) 37 Vorticityoperator = Vertikalkomponente des
Rotationsoperators

rot h =V><(g), Rotationsoperator, angewandt auf die dritte

h

Komponente, liefert einen horizontalen vVektor
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at
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gn (%)
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Inneres oder skalares Produkt von f£(x) und g(x) in 5,

bzw. .2, hat im allgemeinen einen komplexen Wert
=Y (f,f), Norm ingbzw.‘é;z
+

t

2

= = S c(t) dt, Mittelwert von c(t) Uber das Intervall
Y

ty<tety fir T o= [t,6)] > 4

konjugiert~komplexer Wert von ¢

=Ag%}i§—)~ , Ableitung nach x, nur in Abschnitt 3
2 o
= a9l , zweite Ableitung nach x, nur in BRbschnitt 3

cilx2
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