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Zusammen fassung

Es werden numerische Verfahren auf ihre Eigenschaften
beziiglich der L8sung der Transport- und Vermischungs-
gleichung untersucht. Beschrieben wird die Verteilung
einer passiven Beimengung in einem Meeresgebiet bei
vorgegebenem nicht-konstanten Geschwindigkeitsfeld, Die
Verfahren werden auf Massénethaltung, Positivitdt, Dif-
fusions- und Dispersionsfehlar getestet, Es zelgt sich,
dass e¢ine von BOOK, BORIS & HAIN (1975) eingefilhrte
Technik zu¥ Korrektur von Transportjrozessen eine Ver-
besserung der getesteten Euler'schen expliziten Verfah-
ren darstellt,

Summanry

The computational properties of numerical schemes in ad~
vection~diffusion calculations are analysed, The mass trans-
port of a passive admixture is considerdd in a non~uniform
velocity field which is assumed t6 bw known. The numerical
calculations are testad with regard to mass-conserving,
positivity and diffusive and dispersive srrors., They inw<
dicate that the Flux~Corracted Transport techunique which

is daveloped by BOOK, BORIS & HAIN (1975) improve tha

tested Eulerian methods.



1. Einleitung

Die Vorhersage des Massentransportes in einem vorge-
gebenen zweidimensionalen Geschwindigkeitsfeld ist z.B,
fiir die Untersuchung der Schadstoffausbreitung im Mecer
von Bedeutung. Es wurde ein numerisches Modell ént~
wickelt, in dem das Geschwindigkeitsfeld und das Meeres-
gebiat beéliebig vorgegeben werden k&nnen. In Gebieten
mit dominierefider turbulenter Diffusion tret®n keine
schwerwiegenden numerischen Probleme auf, da das numeri-
sche Verhalten der reinen Vermischunigsgleichung hinrei-
chend bekannt ist und numerische Fehler im advektiven
Term wegen des glidttenden Effektes des Vermischungstermes
nicht in Erscheinung treten., Anders ist es in Gebieten
mit starken und variierenden Str8mungen. Hier miissen
numerische Fehler sehr sorgfiltig dbgeschitzt werden,

In der vorliegendin Arbeit wetrden einige numedsche Ver~
fahren getastet,

Das vorliegende Modell ist beéehfnnkt auf physikalischa
Enderungen der Konzentration und #uf passive Beimengungen.
Einen nicht<passiven Stoff, wlie 2, B, Wirme, 2u bah&ndeiu,'
wiirdea #ine Kopplung swischan Bewegungsgleichungen und i
Transportgleichung und somit eine Erveiterung dieses Modells
erfordern,



(1)

2, Gletichungssystem

Die Diffusionsgleichung nach Reynolds~-Mittelung und Ein-
filhrung des Austauschkonzeptes zur Simulierung der tur-
bulenten Fliisse lautet

de(x,y,Z,t)

e + ;(x,y,z,t)-Vc(x,y,z,t) - V@Vc(x,y,z,t))

A = Austauschkoeffizient
= Konzentration
v = Geschwindigkeit

oder unter Benutzung déf¥ Kontinuitidtsgleichung- im inkom~
pressiblen Fall:

de(%,y,z2,t)
ot

+ V-z(x,y,z,t)c(x,y,z,t) = VAVc(x,y,z,t)

Diese zweite Form der Diffusionsgleichung bietet in numeri-
schen Rechnungen erfahrungsgemdss weniger Stabilitdtsprobleme;
die nicht konservative Torm d¢/dt = veVe flihrt z, B, im
Falle zeitlicher Vorwdrts=- und riumlicher zentraler Diffe-
renzen 2u Instabilitdten (SPRAGCS & STREET, 19735).

Zur LBsung dieges Gleichungssystems wird ein numérisches
Mehrschichtenmodell entwickelt, Die einzelnen Schichten were
den vertikal integriert,

Dann lautet die Gleichung in jeder Schicht mit konstanter
Schichtdicke!?

o . 1 .. 1 ' v 3¢ Ay se
w Vi (ve) Ve (A Ve) + o (we),= g (we) k(g ~g)i~(gﬁ gg)2+ 8

[
t

=

Q3

im Kartesivchen Roordinatensystem mit » positiv nach oben.

Dabel gind alle Varisblen Funktionén von x, ¥, und ¢,

Ah « horlwontaler Austauschkosffidant
Av w vartikaler Avstauschkoeffizlent
h w Schichtdicke

v = Horizontalgeschwindigkeit

w - = Vertikalgeschwindigkeit



S = Quelle bzw. Senke
Index | = obere Begrenzung
Index 2 = untere Begrenzung.

3. Numerische Verfahren

Die Wahl des Differenzenverfahrens muss auf das. zu beschrei-
bende physikalische System abgestimmt seins Da L&sungen von
Differenzengleichungen nicht gleich den exakten L8sungen sind,
sollte man die Abweichungen kennen und die Einschrédnkungen;
die daraus fiir die physikalische Aussage erwachsen, beriick-
sichtigen.

Je nachdem, ob Advektion oder Diffusion dominiert, ist die
Gleichung (1) vom hyperbolischen oder f#rabolischen Typ. Des-
halb muss ein numerisches Differenzenverfahren benutzt werden,
das beide Gleichungstypen addquat 18st; dabei bereitet die hyper-
bolische Gleichung die gr8sseren Schwierigkeiten. Es soll

eine grossriumige oder im medium-scale Bereich liegende Ver~:
teilung einaer passiven Beimengung untersucht werden; auf eine
hohe Auflfisung, also der Simulierung von Fronten und scharfen -

Peaks wird vearzichtat, - ;

Es warden verschiedene Euler'scha Verfahren getestet; und

swar alles aexplizite Verfahren erster oder :waiter Ofdaung
mit xeitlichen und r¥umlichen Vorwlirts~ als auch zentralen
Differenzen. '

Das Leapfrog~Vaerfahren benutzt zentrale Differenzen in Zeit. -
und Raum. In Diffusionsproblemen ist es das meist benutzte .
Schema; jedoch fir advaktiva Vorginge scheint es weniger gut'
gesignat zu sein., Es hat den grossin Verteil, daks es keine
sumerische DNmpfung enthdlt, Doch der Phasenfahler ist &rhab-
l1ich, so dass ~ abhlingig vom Cltterpunktapetand und der Wele
ifensahl ~ dispérsive Oseillationen entstehen (LAM, 1975},
Durch eine formale Viskositdt werden dis hohen Wellenzalilen
aliminiert und wo wine ClEttung erreicht, da die hohien Wal~ '
lénxahlean normalerveise den grissten Phasenfehlat enthaltaen
(¥s Abschuite 3), ) .



Das Verfahren liefert in sehr vielen Fillen - je nach

Wahl der Gitternetze ~ zwei unabhiingige L&sungen an den
geraden bzw. ungeraden Zeitpunkten, Die beiden dispergie-
renden L&sungen werden 2z, B, durch zeitliche Glittung
(SMAGORINSKI et al., 1965) oder "restart" (BAER & SIMONS,
1970) zu einer vereinigt. Sind die beiden Gitternet=z der
geraden und ungeraden Zeitschritte in den Randbedingungen
gekoppelt, so kann daraus exponentielle Instabilit#t ent-
stehen, Die Randbedingungen miissen also so gewdhlt wer-

den, dass die Gitternetze entkoppelt sind (PLATZMAN ., 1958).

Dann ist Leapfirog im linearen Fall immer stabil, bendtigt

aber wegen der zeitlich zentralen Diffefenz eine exakte Start=«
16sung. Instabilitdten kdnnen im nicht-linearen Fall auf-
treten, da die Energie, die Won lingeren zu kiirzeren Wellen
transportiert wird, hier akkumuliert wird und nicht verteilt
werden kann, da keine kiinstliche Dimpfung enthalten ist
(FISCHER, 1965). Deshalb ist im nicht-linearen Fall formale
Viskositdt notwendig.

3.2, Zeitliche Vorwdrts=~, nidumliche zentrale Differens

Wegen der genannten Schwierigkeiten wird zu zeitlichen Vor~
wirtsdifferenzen iibergegangen, Bei rdumlichen zentralen Dif=-
ferenzen ergebién sich stark negative Konzentrationen an der
Rickseite eines transportierten Konzentrationsberges,

| N L2 L X0 S L
®n 1 Chel °n~1

DT =V 3Dx

Daraus folgt:

2 g=1 vDT g=1 &=l ‘
cn = cn Dx ( cn+l °n*l) *

Danmit cﬁ positiv wird, muss also

QA1 s ¥DT k=l Rl

n =~ 7Tbx n+l cn--l

Diese Bedingung ist an der Rilckseite eines Konzentratiohs=—
berges nicht zu erfiiilen., Das folgende Beispiel mit a, b

iti i e dass % . . . .
und v positiv demonstriert, cﬂ immer negativ wird:



L
Fir c hdngt das Vorzeichen von der Anfangsvertellung
der Aﬁvektlonsgeschwxndlgkelt und der Gitterpunktabstinde

ab.

. vDT VDT
. 0 8'9Dx a~b 5537
0 0 a b
- — |
n-1 n n+l

3,3, Adams-Bashforth-Verfahren

Das Adams=~Bashforth-Verfahren benutzt ebenfalls zeitliche .

Vorwdirte- und riumliche zentrale Differenzen, Die Wertes der

réumiichen Differenzan verteilen sich jedoch auf gwei Zeit«

niveaus, Um Positivitdt su wahren, muss & = vDT/Dx im

Vergleich xu dem folgenden upatrean-Verfahren sehr klein

werden, Testrechnungen evrgaben
DT

Vgr S 0.2,

Die Dimpfung ist stark, so dass sich kein Vorteil dieses

Verfahrens gageniiber den folgenden ergibt (Abb. 1)

u_= 30cm sec =1 — Anfangsvertailung
g?r( :*’13/ k"“h " wwe= Upstream Differenzenverfatiren (nach 2,5h) -
c? = 12 oo s o -Verfahren(nachaf»h)

Adams Bashforth

Verglelch des Adams~Eashforth~Verfahrens mit dem
upstream~Verfahren .




3.4. Zwei-Schyitt-Lax-Wendroff-Verfahren

Es ist ein Verfahren zweiter Ordnung, das Dimpfung enthilt,
die aber wiederum Stabilitit im nicht~linearen Fall liefert.
Die Ddmpfung wird in Abschnitt 6, der Phasenfehler in Ab-
schnitt 5 n#her untersucht,

Im 1. Schritt wird ein Zwischenwert zum Zeitpunkt DT/2 mit~
tels einer zeitlichen Vorwidrtsdifferenz berechnet, lieser

Wert geht dann in die Berechnung der Konzentration zum

vollen Zeitschritt ein., Auf diese Weise gehen mehr Gitter-
punkte in die Berechnung ein alsin einem Ein-Schritt=Vexrfahren,
ohne dass mehr Anfangsinformation notwendig ist,

"7 ) DT ') g g, DIAY 3 ) 2
dn+% = cn+§l- © IDx (cn+lun+l cnun)+ *;?3§;2 (cn+l"2cn+% + cn)
™M "‘"2‘
z+l z#l
z 7 DT+A

241 _ & _ DI . Ah o o,
2 * % " Px (cn+% un+% cn«% un*%)+ ?;;;T (eper=2ey * cpy)

3.8, upatream-Verfahren

In det geitlichen Differentiation werden Vorwirtsdiffersnzen
benutzt, im diffusiven Term zentrale Differenzen und im ad-
vektiven Term je nach Geschwindigkeitsrichtung RUckwlrts~
bEw. Vorwkrtsdiffersnsen, In der Literatur wird dieses Schsma
such second upstream diffarencing~Verfahren oder donor cell~

Virfahran genannt,

L+l L DT L 2. o Wk DTs A L ™ ) )
“a " e 7 Px (CR “n+% cLun-%) * -7-5% (cn*l 2dn * nn*l)

mit



) . £
cn+l fir un*%< 0
p
CR 7] 2
v c fir uw 1 =0
n
(;2 fiir uw 1< O
2 n
[ o] =
L L
?n-l fir u ' _1 "> 0

Es ist &in Vérfahren erster Ordnung, das anneliubare Phasen-
fehler hat (s. Abschnitt 5), jedoch eine starke Dimpfung
enthdlt (s, Abschuitt 6), Es ist gerade das Minimum an Dif-
fusion enthalten, das notwendig ist, die Konzentration ¢
immey positiv zu erhalten (Ableitung s. Abschnitt 4,4.),

3.6, Vergleich Lax-Wendroff-Verfahren -~ upstream~Verfahren

Verglichen werden die beiden Verfahren in Bezug auf Massenw
erhaltung, Positivitdt, numerische Diffusion und Disperiion.

Masbenerhaltung ist in beiden FHllen gegaben, Positivitle
hingt im Falle Lax~Wendroff vom Verhiltnis der Glittarpunkt-
abstlnde und der Geschwindigkelt ab,

Fiir ¢ = %%I&l muss, wernn nicht geniigend fornmale Dimpfung
vofgageben wird, ¢ deli¥ klein Werden (0010 2)); upbtrean
lietare fdy alie & ¢ | positive Kenzentvationen: ¥Pif ¢ » |
folgt 2l belde Varfahren das exakta Brgebnla,c % | baw
sehreibt den Fall, dass bei sinmaliger Integration ain
Gitterpunkt exakt auf den nichsten abgebildet wird, Flr
alle £ ¢ 1 bekommt man grosse numerische Diffusion und Dis~
persion, wobei die Diffusion im upstream«Verfahren, der
Phassnfehley i Lax<Wendroff-Verfshren grbsser ist (s, Ab-
schnitte 5, und 6).

Abb, 2 szelgt
a) diw Anfangsverteilung und die Andarung der Konzentra=

tionsvertellung nach 2500 sec bel der Anwendung von

b) upstream-Verfahran
¢) Lax~Wendroff~Verfahren
d) Adams~Bashforth~Varfahren,
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a) Anfangsverteilung und exakte L&sung

b) upstream-Verfahren, t = 2500 sec

¢) Lag=Wendroff~Verfahred, t = 2500 sac

d) Adams~Bastiforth«Verfahren, t = 2500 ses

4, Die flum-oorvection-Technik (FPCT)

Im Falle konstantar Geschwindigkeiten kbnnte man g = |

wihleh, um ein exaktes Exgebrnis zu arhalten., Um die Fehlay

im Falle variabler Geschwindigkeitsfelder 2zu reduzieren, wur-
den varschiedune Versuche untexnommen, 2.8, Lagrange'sché
Beschrelbung odax drastische Gitterpunktabstandsverkleineérungen,



Von BORIS & BOOK wird eine Technik angeboten, die flux-
correction~Technik, die man mit geringfligigen Modifikationen
auf alle Euler'schen Differenzenverfahren anwenden kann
(BORIS & BOOK, 1973; BOOK, BORIS & HAIN, 1975). Sie fiihrt

in dispersive Transportschemata eine korrektive Diffusion
ein, sofern nicht, wie im upstream-Verfahren, geniigend Dif-
fusion im System enthalten ist., Die Diffusion lokalisiert
sie auf die Regionen, in denen aufgrund numerischer Dis~-
persion nicht-physikaliasche "ripples" entstehen wiirden,

Es ist zu priifen, ob das Verfahren die physikalischen Ver~
hiltnisse nicht verfdlscht, keine Instabilitdten erzeugt,
Massenerhaltung wahrt; negative Konzentrationen. verhindert
und einigermassen Skonomisch ist.

4.1, Besehreibung der flux—correctidn-Technik

Das Vérfahre#i gliedert sich in zwei Schritte:

1, Transport
2. Korrektur,

Der erite Schritt besteht in der Anwendung der Operatoren
(I +.T + D);

t isf die Tdentitdtsoperation,

T diae Tranepottopsration (I + T)c = VB‘Vn in Differenzenform,
D der Diffusionsoperator (b)ui w7 (ch*l~2a§ # ¢£_l)."

(r + T + D) st konservativ, wenn T und D jeweils kanuehyktiv
gewkhlt werden, S

(L 4+ T + D) soll positiv sein, Das ist durch eina geeigngté'
Wahl von n zu erreichen (s, Abschnitt 4.4). :

Dér gweité Schritt basteht in der Anwendung einer Antidifuéj
sion =
. ‘ P ' " P b A - , - ooy

(4 ApJegmog=houd + Phyoy W8 TA =0l " Syl

(1 & A,) st konssrvativ, da jedus FA, das irgendwo addiert
wird, dn einéf andéran Stelle subtvahiert wird, Positivitie
i5t 86 jedoch nicht gesighevt: Dagi wird ein "limiter" alfige-
riihrt, duy daflr sorgt, dass bei der Anwendung von (I + A) -
kalne nevsn Maxima und Minima entetehen und die bedtdhanden
nieht wacheen,



Der "limiter" oder korrigierte Fluf lautet:

ch_;_ - sxgn(FAn_'__%_) MAX(O,MIN(sign(FAu‘:%)- (cn—'cn_!),
abs (FA_.1 ),
2
slgn(FAn+%)(cn+2 = Cha))

(I + A)e,_ = c_ =~ FC_ 1 + FC__I
n n n+-2‘ n ¥

(I + A) ist eine nicht-lineare Opétation, d.h, die Korrektur
am Gitterpunkt n hingt auch von den Nachbarwerten ab, In
Bereichen mit nur schwachen horizontalen Gtadienten in der
Konzéntrationsverteilung unterscheidet sich die korrigierte
nicht von der nicht-korrigierten Antidiffusion, Ihre Wirkung
tritt jedoch in Bereichen mit steilen Gradienten und Extrema
auf, Wirde bei der Anwendung der nicht~korrigierten Anti=-
diffuision (I + A) eéin Wert das Niveau beider Nachbarwerte
iberschreiten, so verhindert dieses der "limiter"; der Wert
wird gleich dem maximalen Nachbarwert gesetzt,

Auf diese Weise entatehen keine neuen Maxima und Minima. Be«
stehende Maxima und Minima werden nieht verstirkt, Der "limiter"
setzt Fc = 0, Das kann zu unrealistischen Ergebnissen, denm
"elipping"~Effekt flithren, Ist beim diffusiven Transport

(I + 7T 4 D) dar maximale Wert gesunken, so verhindert der
"limiter", dass er im Rahmen dey Antidiffusion wieder erh8ht
wird, Die Nachbarwerte jedotch k¥nnen ansteigen, und zwar maxi-
mal auf den Wert des Maximums} so wird eine scharfe Spitre

zu einer ebanen Fliche,; Dle ausgezogene Kurve in Abb, 4 zeigt
diesen Effekt,

4,2, Anwvendung von FCT auf das Lag-Wendroff-Verfahren

(I + T) hat die in 3,4, sanpgegebene Form, Die Operatoren D und
A sind in 4.1, angagebern.
FAu wird aus den c L, ¢ 1, vor der Anwendung der Diffusion
berechnat, 86 dass die Gesdmtoperation lautet

(¢ + A) (1L «# T) # D)e. Y

Die Erweiterung auf zwel Dimensionen wird mit der alternating-
direction-method - vorgenommen,
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Abb, 3a) zeigt den Vergleich des 2-Schritt-Lax-Wendroff-
verfahrens mit dem 2-Schritt-Lax-Wendroff-Verfahren + FCT,

Es treten keine negativen Konzentrationen mehr auf, Die Auf-~

steilung der Verteilung in Strdmungsrichtung, eine Folge
des Phasenfehlers, ist schwicher geworden.

4,3. Anwendung von FCT auf das upstream—-Verfahren

Beim upstream~Verfahren ergeben sich keine negativen Konzen-
trationen, Deshalb kann auf die Einfiihrung von formaler Dif-
fusion verzichtet werden. Die FC~Technik sollte hier ledig~
lich Antidiffusion bewirken, um die starke numerische Ddmpfung
zu korrigieren., Die Gesamtoperation lautet also ((I+A) (I+T))c,
Dabei ist (I+T) in 3.5., (I+A) in 4.1, definiert, In Abb, 3b
sieht man den Unterschied der Anwendung des upstream-Verfahrens
mit und ohne FCT.

4.4, Geschyindigkeitsabhdngige Korpéktur itm Laz~Weridroff-
Verfanren

In die Operatoren D und A geht der Koeffizient n ein.

Dieser Koeffizient muss gross genug gewdhlt werden, um Posi~
tivitdt zu gewihrleisten, sollte jedoch nicht mehr Diffusion
als notwendig in das Verfahren einfiigen,

Die Operation (I + T + D)elautet inm Eihdimensibnalen Spezial-
fall mit v = const. und der Abkiirzung ¢ = yDT/Dx £i¢ das
hax~Wendroff~Verfahran:

L+ L By & LR e A, % e A, e 4
O E(°n+% T Cne1” T Cn °n~% YR eT T Chuy)
S &
Y onsgpgmdney +oneg.
€. .14
‘ . nkl n Y
Mit cn*% e cn“% analag’folgt

2 y el
() oM w cFlametozn) +oop, (G s B ) b oep By 1 5 oem)
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DX=3 km
DT=1h
u =42cm sec-!

— Lax ~Wendroff (nach12h)
— N +FCT(g=1)
(nach12h)

60]'!‘ )

40

1

{

i/

I \

if \ waww @xakt

. DX=3km ‘
80 f i wemes Upstream{nach12h)

+ FCT (7= } )(nach 12h)

. ]

Vergleich Buler'schar Verfahren mit und ohne An-
wendung der flux~correction Technik

a) Lax~Wendroff

b) upstream
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L+l . s . . . ‘0
<, 1st positiv, wenn die Faktoren der cg jeweils positiv

sind. Daraus ergeben sich die drei Bedingungsgleichungen:

™
n

-
h 4
A
N -
¥
o

[y}
N

no
~
=3
v
l
L]
N

1 e? e _ g2
Daraus folgt 5 I Nz oy

: 2 .
Fiir e 1 ist nw % - %u das minimale n , das die Bedingung

erfiilt, Hétzt man dieses n in die Gleichung (2) ein, so
verschwindet fir v>0 der e, , Term, fllr v¢0 dexr ¢ _, Termj

dia urspringlich zentrale Differenz ist auf eine Rackwarcanr
differenz im Falle v»>0 und auf eine Vorwidrtadifferenz im

Falle v<0 reduziert, Das entsp¥icht genau dem upstream=Dif-
ferenzenverfahten, Im upstream Verfahren ist also die kleinst-
mﬁgliaha Démpfung énthalten, die notwendig ist, damit (I+7)
filr alle Gaschwindigkeiten, fiir die eg1 piit, positiv bleibe,

BORIS & BOOK wihlen die Gltterpunktabstinde so, duss £Uyr alle
‘Geschwindigkeiten ss% ist, Dann ist mit n = % dia Positivitdte~
bedingung flir alle ¢ erflille,

Testrechnungen ergaben, dass bei ainer Advakuiansgcschwindig*
keit v = 0 eins Xnderung der Anfangsvertellung erfulgt, Bei
elnier Anwendung der Antidiffusion ohne "limiter" gent die Ce~

. samtoperation Transport, Diffusion und Antidiffusion in den
Identit¥tuoperator Uber, Die Anfangevertellung der Konzentration
diirfte ailnso richt verlndert werdan,

(1 + Apde, ™ e = nle ~e,) + nleg=c, ) = (I =D} e,

((I + AI) (L + T)+D)c geht fir A +~D, T+0 {iber in

((I-D)(I) + D) ¢ = (De.



Wenn sich nun bei der Anwendung des Lax-Wendroff-Verfahrens +
FCT trotzdem eine Verfilschung der Anfangsverteilung fiir

v = 0 ergibt, so ist das eine Auswirkung des "limiters",

Den Fehler kann man beheben, indem man fiir v = 0 den "limiter"
nicht anwendet oder indem man den Koeffizienten n geschwin-
digkeitsabhdngig wihlt:

2
n(v) = Ei%%’- év) und e(v) = Iv[%%; damit wird n orts-
und zeitabhingig: et (ez )2
nz - LR,m n,m
n,m 2 2
mit
RSN

Die Wahl éines Variablen n erfordert zwar etwas mehr Rechen~-
£eit und Speicherplatz, hat aber den Voriteil, dass jeweils
det kleinstmdgliche Diffusions~, Antidiffusionskoeffizient n
benutzt wird und somit der Fehler, der durch die Einfiihrung
der formalen Diffusion gemacht wird, minimimrt wird.

Fir e¢= O(v=0) wird, wie gefordert, n = 0, und flir ¢ = 1 wird
ebenfalls n = 0, Es ist sinnvoll,

. -, da das Lagx~Wendroff- und das upstream=
Verfahren ohne FCT flir ¢ » O und € ¥ 1 exakte Ergebnisse haben,

Abb, 4 zaigt, dass dutch die EinfUhrung einks variablen n

der c¢lipping Effekt, wie er in 41, beschdeben wurde, weitge-
hend sufgehoban ist,

€.5. Geschuindigkettaabhdngige Kovpektur im upstream-Ver fahfen

Im Lak~Wandroff-Vaefahren wurde im Diffusions~ und Antiaifa
fusionsoperator der gleiche Koeffizient 1 banutet, Im wpdtream-
Verfahiten ist die Diffusion im Transportalgorithmus enthalten,
Wie gross ist dann die Antidiffuslon anxusetzen? Im upsE¥éam-
Vatfaliven ist, wié in 4.4, gezeigt; gendd go viel Dxffuﬁigh
enthalten, wie natwandif iet, Positivitdt 2d wahrén,und diese
mindescens notwendige Diffusion entsprieht adnem Diffusions~
kowffivianten von ¢ gl

n“'ﬁ'"‘"‘ro
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Var leich FOT mit konstantem und
fusionskoe

eschwindigkeitsabhin«
gledten n im Lax“Wendyolffr~Ve¥ialiven

Deshaldb liegt as nahe, auch in der Antidiffusion im upstream-
Verfahren disses n zu benutzeén, Auvch das Upstream Verfahten ohne
FCT liefert flir ¢=0 und ew] exakte Ergebrisse, so dass es auch hier
sinnvoll ist, dass dds gewdhlte ¥ in diesen Fillen zu n=d wird,

Um die Wirkung dey Antidiffusion etwas aufzukliiren, soll unterw
sucht werden, wie der Antidiffusionskoeffizient n eingeht.

Sei zur Vereinfachung v = const,; V=0, n % const und die
Antidiffusion ohna "limiter" untwrsucht!
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L+l £ DT.v % L4+1 241
c d — -
n n Dx (cn —l) FAn+% * FAn—% ’
L+1 B, % 1 % 1 18 12 AT _pultl, o+l
n cn e(e cn-l 7 cn+l 'fcn~l+ fcn+l) n(c Catl 22n n l)
mit
2+1 2 L 2 £
E + » - - [
€ (I T)cn cn e(cn cn_') folgt:
R+l 2 e, 2, R 2 - L, %
cn cn+ 2(cn+l zcn+cn-l) 2(°n+l l) n(cn+l 2cn+cn-l) +
A 8. . A 2 L
en((cn+1 zcn n-1) (cn 2°n~l * cn~-2)}'
() M . E 82 5 N e 03 : (3
Mit n = T T geht das urdpriingliche System 1, Ordnung in
ein System 2, Ordnung iliber:

°§+L"¢: -5 (e §+l °n~!) * ?¢¢n+1 2“2 ¥ °§~1) *

(3)
g2 . % ) % e, 0 ., 2 ¥ g
5= Cepey = 2oy T+ o )= geley w2ep g oepp)H0(el).

Die ersten dtei Summarden deér rechtén Seite sind genau eine

Taylor=-Reihe bis zu¥ 2, Ordnung der Grisse L1 .
S um n;

dann pro Zeiteinheit BT batrige die riumliche Andarung: DT,

AT / g+

so didss iy ® %y

2nrd 52,
g (xwvDT) = alx) - vDT %3 3~§%w %;% ~ w e b

bzw. in Differenzenform (zentrale Differenzen):



cn cn 2Dx (cn+l cn—!) + W (cn+l zcn+cn-l) T as e

Der 4. und 5. Term“balancieren sich nicht. Ihr Einfluss hidngt
von der Differenz des Gradienten am behandelten Ortspunkt und
dem Gradienten am vorhergehenden Ortspunkt zum aktuellen Zeit-
punkt ab. Wie gross der Einfluss im einzelnen ist, kénnte nur
im Zusammenhang mit dem "limiter" gepriift werden; denn auch
der "limiter”"~Einfluss hdngt von eben diesem Gradienten ab.

BOOK, BORIS & HAIN (1975) benutzen im upstream-Verfahren statt

2=~1

% DT 2 . L DT ... i %
en - oy ‘vnl : en - Dx MAX(IVn_%,I vlvn.,._:’i_’),’

Es scheint plausibel, die Korrektur am Zeitpunkt £ sowohl

von dem Beschwindigkeitsfeld des vorlhiergehenden Zeitpunktes

als auch vom aktuellen Geséhwindigkeitsfeld abhdngig zu machen,
Jedoch vergrissert sich dabei der rechmerische Aufwand, da

das CGesthwindigkeitafeld des vorhergehendan Zeitschrittes ge=
speichert werden muss. Abb. 5 zeigt einan Vergleich bei unter-
schiadlicher Wahl won ¢, Der Ruprve T1 liegt :

1) [}
°n+% - Rélvn*%l sugrunde, deyr Kurve T2
et 1 oy Bl 8 gk
n*'ﬁ"“ﬁ'HAx“vn-"'qu'“'

" Das Maximum der Konzentrationsverteilung ist im Fall T1 etw«
was geddmpft gegeniiber der Kurve T2. Die Steigungen der Flan~
ken sind jedoch nicht sehr unterschiedlich. Das scheint auch

plausibel, da das Phasenverhalten, vie in Abschn, 5 gezeigt
wird, von n und demit von ¢ unabliingig ist. Im folgenden wivd
das ¢ des Pallas TI bunutst.

*in Glalchung (3)



T2 ?
' g \\ © f—“—\\‘ 7’;? -
1 \ ! T] Sa \ n an.gs
/ T \ / ‘ \ verteilung
} I
P \ L u=30sin(2m &) j
g \ DX=3km !
] . \ DT=1h i \
\ I )
N ‘
| J \
Ill B fl \'
,' y \
l [ 1\
{
! )
H ! .
/ " ' / \
‘ ; t=18h ) k t=12h \
[ \ /' ! T
i \ " 7 \\
i 'I \\ / \X]
] / \ A
| / \ \
‘e \ ; \
lv«'»’”“”’ \, e s vn 29 4 ' \
d” [T L | IR RO | AT T ikt SRS NN SN | { I i |
: 9 18 0 kmxo ¢ 18 [k
/bb, 5 2 ' ‘ et «
upstream~Verfahren mit n = 5 = %w
% DT A
Tlie 1 = = |v 1]
n+-2- Dx n+'7
L8 DT 2=1 )
T2.8n+l 'ﬁ—; MAX ( lvn I ’ ,VQ'§'|’)

2

Abb., 6 zeigt Vergleiche der exakten Lisung jeweils mit der
Lax-Wendroff und upstream~LESsung mit und ohne FQT,
Kurve | stellt jeweils in a) und b) die exakte L3sung dar,
Kurve 2 die L&sungen unter Anwendung von FCT mit n= n(v) fiir

v = 27.778 cm sec  nach 18 h,
Kurve 3 die L3sungen ohne Anwendung von FCT fiir v = 27,778 cm sec

nach 18 h
Kurve 4 das gleiche fiix v = 13,889 cm sec ~ nach 36 ?, u,

Kurve 5 die Ldsungen ohne FCT fir v = 13.889 cm sec = nach 36 h.

Die Kreuze x inm a) stellen die analoge L8sung zu Eurve 2 nur
mit konstantem n = 1/8 dar; die Kreise O den analogen Fall zu

Kurve 4 mit n = 1/8. Die Ergehnisse mit konstantem n fiir alle Ge
schwindigkeiten sind merklich schlechter als die mit variablem n(v).



Abb.&

a) Lax-Wendroff.Verfahren

1

2
X
3

exakte Ldsung
FCT(n=n(v)), v=27,778cm sec

Lax~Wendroff + FCT (n=~1/8) _

ohne FCT, v = 27.778 cm sec

b) upstream-Verfahren
4 FCT(n=n(v),v=13,.889 cm sec

0 Lax~Wendroff + FCT (n=1/8)
5 ohne FCT, v=18,889 cm sec

1
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5. Dispersion

In fast allen Differenzenverfahren treten Phasenfehler

auf, und zwa¥ meistens Phasenverzdgerungen, d¢ié mit wach-
sender Wellenldnge gegen Null gehen, also norwmale Dispersion.
Das fihrt zum Zerfli¢ssen einés Wellenpaketes und zur Auf-
steilung einer Welle in Fortschreitungsgichtung (s. z.B. ausw
gezogene hkurve in Abb, 33).

In den meisten Differenzenverfahren ist bei annehmbaren Pha-~
senfehlern die Dimpfung gross oder umgekehrt. So ist z. B, im
leapfrog~Verfahren, das keine Dimpfung enthidlt, die Dispersion
sehr stark: Das upstteam-Verfahren zeigt weégentlich bessere
Phasenverhldltnisse als das Lax-Wendroff-Verfahren, Bafir ist
aber die Dimpfung sehr gross, Hier sieht man einmial mehr, wie
wichtig es ist, die Wahl des Differenzenverfahrens nach der

zu baschreibenden Physik auszurichten, FROMM hat ein Modell
zur Verminderung des Phasenfehlers entwiekelt, Dabai nutzt exr
die Tatsache, dass man mit ¢ = | einen fehlerfreien Transport
erhdlt, Er projigiert mit ¢ » | einen Wert einen Zeitschritt
vorwdrts,*vom projizierten einen Schritt riickwidrts und mittelt
die beiden erhaltenen Ergebnisse, so dass sich die beiden Pha-
senfehler im wesentlichen herausheben., Die DAmpfung dieses
Verfahrens ist jedoch verhiltnismdssig gross, da jeder Schritt
einen Diffusionsfehler beinhaltet (FROMM, 1968).

Es werden die Phasenfehler dar benutzten Verfahren untersucht,
und zwir werden eingelne Fourisrkouwponenten unter der Wirkung
einer konstanten GCesehwindigkeit im eindimensionalen Fall be~
trachtet: o

nz - 1knb#

o

a) upstream

gei v>0

FXa! [} , R . : Ao, JiknDx Folgt
¢4 = e - e(cn cnwl),mlc ¢, Y olg

e£+i ; {e{n-1)Dx__iknDx
L w1 gogiknDE Ik -e ) ,
¢
n —‘
. ] * seJ.KDx

- &

= 1 -e(l-cos xkDx) wic sin kDx.

L)
Vou urspriinglichen Wert rechnet er einen Schritt veorwirts,
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K2
Foo

tan kKxd =

Das Phasenverhalten des upstream-Verfah
Anwenduny dey FOT cht beeinflusst:

o
wT

L4 &

einem Zyklus. Dann gilt

fiir das upstream Verfahren.

rens wird durch dis

o fi 5’)\‘6‘!
iiiiliiﬁgm (zlwA(Cg¢ﬁ . ?(@ﬁ+ﬁ - gettl c2+l))
; : R i " ha n n-1 f
“n W
L1
“g iD=
;4.,),{%”.;, i oz @ TS 8
“n
RAR o
£:0.0 TR .2 U - £ .0 ikDx wp olKDx
T oF o (e qez™Cney) = @ (l+e-e e’ )
Yu n “n
LA | -
a1 T IY T T “ikDx L ikDy
et ) cl LT b(cﬂwcndl)) " e ' (‘*Q&Q A )
n n
Daraus folgt:
Ly
(I'*‘A )c. 3 Y i, .
z! u . [l4e~e ¢ LEDXy (l~n{cimnx~2 + @ IXDEyy
a
(I+Al)m§+i . , . e
RPN w {V-gf{i-~cos kDxi~le sin «Dx) (1-2n cos kDx + 2n),.
z i
®n

Der Quotient aus Imegindvtell wad Realt
dem Tangeus der Phasenverschiebung im F
FCTs

eil ist also gleich
alle ohne Anwandung von
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P T

AN B e
(A

SO
tan kx¢ = 'i':é"(’“l?ébss?bi) fde uwpstreawm + FCT.

b) Lax~Wendrufif~ mit formalevDiffusion

L L. R+ 8 g2 2 2 % e e2 A
BN 3 (B G SIS e X o bl -
(I+7 D)ancn runb( bz +“)(cn+i+( € Zn)cn*(f+§~ +n)cn—l

TRy

9, irknbx (siehe 4.4.)
sst.:“ i

folgt:
" folgt

i+
Cn g . g
sy 3 LY ( [ Y s 4 ¥y ) e
¢ 4 2 3

n

. L2 .
D3 -
LeDx *{mﬂawﬁn) + (% + %“ m)e 1KDx

= | = g2~ 21 +(e®+2n)cos kDx - ie sin kDx,

€ sin kD%
1-(s?+2n) (1-cos wDx)

tan kKx¢ =

Die Antidiffusion hat wiasderum keinen Einflumss auf das Phasenw
verhalten, da sle in den Ausdruck. a1
[ 4

naag'mw

2
c

n
nur einen resllen Fakter einfigt.

2 ) ) -
Mit n= -;-"- - -g-— folgt fir das Lax-Wendroff-Verfahren + FOTi

A " g sin kbx
ten kxy = i~e(l~cos kDx} *

es hat also d&s gleiche Phasenverhalten wie upstream + ¥CT,

Im Lax-Wendroff-vVerfaloen ohne FCT ist n = o; dann folgt:



tan Kad =

In Abb. 7a) sind die relativen Phasenfelder dexr einuzc wen
Verfahren dargestellt; die ausgezogoenen Kurven beschreiben
das Phasenverhalren {8y upstream, wpdtream + FCT und Lax-
Wendorff + FCT fir die jeweils anyegebenen ¢ , die gestri-
chelten Kurven beschreiben das Phuuenverbalten f£iix das Lax~
Wendiuvff~Vexrfahren,

p Der relative Phasenfehler ist definiert:

®$ -~ vDT 2 = oDy
R P h F & i oo - N .

Fir lange Wellen imﬁxgﬂéist der Phasenfehlex fir alle Verfah-

ren klein, Fir kurze Wellen uteigt ex fiir alle € ausgser € =1/2
stark an. Wenn auch FCT das Phasenverhalten dcs Lax-Wendroff«Ver-
fahrens verbessert, so mass doch in Problemen, in denen garade dic
kurzen Wellen die physikalisch wicltigen sind, von Euler'schen
expliziten Verfahren abgesehen werden.

8., DAmpfung

Die Dimpfung wird beschrieben durch die relative Amplituden=-
dnderung einer Fourierkomponente wlhrend eines Zeitschrittes:

+
EH

Zn__y2
( )

“a

a) upstream
c2+l

( : )2 = (1-c(l~-cos xDx} = i¢ =in kDx)?

“a

L+

c
(u%__)ﬁ = |-2g(1-cos xDx) + 2¢%(i-cos xDa)
¢

n



b) upstrzsawm + FCT, Lax-Wendroff + FCT

c2+l

n . »

(7 )2= (1-g(l-cos kDx) - ie sin kDx)2(1-2n cos xDx + 2n)2
®n

2

mit 0 o=~ = folgt

cl+l

( g )2 = (1-2¢(l=cos kDx) + 2¢2(1=cos kDx))(1+(e-c?)(1-cos kDx))?
®n
¢) Lax-Wendroff

LR

e, '

(— Y2m (j=g2(l-cos kDx) - iec sin kDx)?2

“n

ck*l

(--%-w)2 w [=2c2(l=co8 xkDx) +e"(l=cos kDx)2 + c2(l=cos?kDx)
c
n

cz+1

("%**)2 w | ~g2(l=cos kDx)2 + eY%(l-cos kDx)?
c
n

AbB; 7b) zeigt die relativen Amplitudenlinderungen wihrend eines
Yyklus’fir die verschiedenen Verfahren, die susgezoganen Kurven
flir das upstream-Verfahren + FCT und das Lax-Wendroff-Varfahren
+ FCT, die gestricheltéft Kurven filr das upstream~Verfahren und
die gepunkteten Kurven fir das Lax~Wendroff-Verfahren flr die

dngegdbenen ¢ .
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?. Aufldesbarkeit

Wie schon oben erwihnt, muss weégen der Wehl des numeriscien
Verfaliténs auf eine hohe Aufldsung von Fronten oder schaffan
Pesks vearzichtet werdan,

Hier soll der Versuch unternommen werden, den Begriff der hohen
AuflBsing quantitativ zu erfassen. Dazu sei wieder die Spektral-
darstallung der Anfadgevertellung betrachiat, Bpektrale Kompo=
nentan mit A ¢ 20x sind nicht mehr aufl¥sbar, 4.W., dass das
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?. Aufldsbarkeit

Wie schon oben erwdhnt, muss wegsn der Wahl des numerischan
Verfahrens auf sine hohs Aufldsung von Fronten oder schaffan
Peaks varzichtet werdan,

Hier soll der Versuch unternommen werden, den Begriff der hohan
Aifl8sing quantitativ zu etfassen, Dazu sei wieder die Spektral-
darsteilung der Anfanigsvérceilung batrachtet, Spekirale Kompo~
nentan mit A ¢ 20x sind nicht mehr aufl¥sbar, 4,0., dass das
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Spektrum bei A = 2Dx hzw. x = w/Dx abgeschnitten wird. Es
ist also darauf zu achten, dass Dx so klein gewdhlt wird,
dass das Spektrum erst im flachen Bereich abgeschaitten
wird.

Die Dreieckverteilung a) in Abb, 8 wurde Fourier-zerlegt.
Fir N = 12 ist A = 2Dx, Es kdnnen also nur die ersten 12
Fourier~Komponenten aufgeldst werden. In Abb, 8 f gind jeweils
die Uberlagerungen aus den ersten N Komponenteu (ausgezogene
Kurven), sowie die numerischen L8sungen nach 12 Zyklen
Advektion (gestrichelte Kirven) dargestellt. Die Abweichun-
gén der numerischen von den éxakten L&sungen nehmen entspre-
chend den Ergebnissen aus dem Dispersions- und DiEmpfungs~-
verhalten fiir wachsende Ordnungen zu, Die gepunkteten Kutrven
zeigen die Fourierdarstellungen unter Berilicksichtigung derx
Dampfungs~ und Dispersionsfehler., Dass sie trotzdem nitht
mit den Kurven der numerischen L8sunfén Ubereinstimmen,

ist wohl im wesentlichen eine Wirkung des "limiters", der

in die Berechnung der Phasen~ und DéEmpfungsfehlar nicht

mit eingegangen ist.
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