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Aus dem Institut fiir Meereskunde der Universitit Kiel

Theorie der internen Mitschwingungswellen
Von WoLrrcanG Krauss
I

Vor einigen Jahren hat A. DEFANT (1950a) die Frage nach dem Wirklichen und dem
Vorgetduschten (,,reality and illusion®) in den hydrographischen Schnitten erneut auf-
geworfen. Da in der Ozeanographie eine Synopsis der Messung — 4hnlich wie in der
Meteorologie — nicht moglich ist, enthilt das Beobachtungsmaterial den Einflu3
interner Wellen. Die Frage ist daher berechtigt, bis zu welchem Grade zu verschiedenen
Zeiten gemessene Werte der Temperatur, des Salzgehaltes usw. vergleichbar bleiben.
Eine Antwort hierauf kann nur nach intensivem Studium der Struktur dieser Wellen
gegeben werden.

Dieses Bemiihen hat bislang zu keinem endgiiltigen Ergebnis gefiihrt. Theorie und
Beobachtung sind nicht ohne Diskrepanz, was jedoch bei den Schwierigkeiten, die sich
insbesondere der Analyse des Beobachtungsmaterials entgegenstellen, nicht verwundern
kann. Der Verfasser (1957/8) hat in einer zusammenfassenden Betrachtung die be-
merkenswertesten Resultate zusammenzustellen versucht. Danach schilt sich aus der
Fiille des Beobachtungsmaterials zunichst das Ergebnis heraus, dafl die Gezeiten-
perioden und die (breitenabhingige) Periode der Tragheitsschwingung vorherrschen.
Es ist offenbar, daf3 theoretische Studien, die sich nur auf dieses Resultat stiitzen kénnen,
viele Unsicherheiten enthalten.

Solche Theorien, die die Zuriickfithrung der internen Wellen des Ozeans und der
Rand- und Nebenmeere auf die erregenden Kréfte zum Inhalt haben, hat erstmals
O. PeTTERssoN (s. A.DEeranT 1957) verdffentlicht. Seine Annahme, die Vertikal-
komponente der gezeitenerregenden Kraft bedinge Vertikalbewegungen der im Meere
vorhandenen internen Grenzfliche, lie sich jedoch nicht aufrechthalten, wie A, DEFANT
(1932) bewiesen hat,

A. DeranT (1932) zeigte dann, daB3 die Gezeitenwellen der Meeresoberfliche und die
damit verbundenen Gezeitenstrome zu Verlagerungen an internen Grenzfldchen fiithren
miissen, da das System der hydrodynamischen Gleichungen eine enge Kopplung der
verschiedenen Variablen darstellt. Erregende Krifte bleiben unberiicksichtigt.

Dies ist in der Tat eine wichtige Bindung, und die Theorie von J. E. FJELDSTAD
(1933), welche das Phinomen der internen Eigenschwingungen fiir einen beliebig
geschichteten, unendlich ausgedehnten Ozean konstanter Tiefe behandelt, kann als
direkte Erweiterung dieser Konzeption angesehen werden. Danach stellt eine lange
Welle an der Meeresoberfliche lediglich eine Welle aus der Gesamtheit der sich im
Ozean bildenden Wellen dar, die sogenannte Welle nullter Ordnung. Die unendlich
vielen Eigenwerte der FJerpstapTschen Gleichung .ergeben das Gesamtsystem der
internen Wellen.

Die Theorie der Eigenschwingungen fiihrt sowohl im Zweischichtenmodell als auch
im beliebig geschichteten Ozean zu dem Resultat, daf3 sich die internen Wellen ver-
schiedener Ordnung nicht mit der gleichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit ausbreiten.
Im Zweischichtenmodell gilt fiir die Eigenschwingungen der Meeresoberfliche die
charakteristische Gleichung (Ndherungslosung)

(1) w? =f*+ (h; + hy) g »®
(e == 2 n/T mit T als Periode, ¥ = 2r/A mit A als Wellenldnge,f = 2 Q sin ¢ Coriolis-

parameter, g = Schwerebeschleunigung, h; und h, Schichtdicken), fiir die interne
Grenzfliche hingegen



Pe—P1 hy hy 2
(2) w? =%} = g
e hyt+hy
(o1, p2 = Dichte der beiden Schichten 1 und 2).

Wegen
pe— P Iy ‘|;hz

P2 h; -+ hy
unterscheiden sich die beiden w2-Werte bei gleichem x um mehrere Zehnerpotenzen.
Hitten Oberflichen- und interne Welle die gleiche Linge, so miifite die Periode der
internen Welle betrichtlich gréfler sein als die der Oberflichenwelle. Entsprechend
ergeben sich bei gleicher Periode der beiden Wellen Differenzen in der Wellenlidnge:
die interne Welle ist erheblich kiirzer.

Da die ozeanographischen Ankerstationen in allen Tiefen die bekannten Perioden
der langen Wellen der Meeresoberfliche ergeben haben, ist man zu der Annahme
gezwungen, dal3 die Wellenldnge der internen Wellen erheblich kirzer sei als die der
Oberflichenwellen. Fir die halbtigige Gezeitenwelle erhédlt man z. B. unter plausiblen
ozeanischen Bedingungen in den mittleren Breiten an der internen Grenzfliche Lingen
unter 100 km (W, Krauss 1957/8).

<< h; + h,

Ahnliche Verhiltnisse ergeben sich in der realeren Theorie von J. E, FJeLDpsTAD (1933).

Bezeichnet w die Vertikalkomponente der Bewegung und S das spezifische Volumen,
so erhilt man im rechtwinkligen Koordinatensystem x, y z (z vertikal nach oben) mit
einigen Vereinfachungen (s. Kapitel III) die Eigenwertgleichung
(3) d3w 2 S’ '
3 a2 otz 8 g
durch deren Eigenwerte ebenfalls nur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit /x fur jede
Eigenschwingung festgelegt wird. Mit der Annahme, die Periode sei konstant fir alle
Wellen, unterscheiden sich diese in der Wellenldnge.

= 0,

Nach der obigen Konzeption gelten die langen Oberflichenwellen (Gezeitenwellen
usw.) als primir gegeben und die internen Wellen sind lediglich Begleiterscheinungen,
d. h. sie stellen eine interne Reaktion des geschichteten Ozeans auf die Gleichgewichts-
storungen an der Meeresoberfliche dar. Willkiirlich an dieser Theorie muten an:

a) die interne Reaktion des Ozeans wird periodisch — nicht einmalig — erzwungen;
mit welcher Begriindung kann man diese Schwingungen als freie Wellen be-
handeln, wie es die FjeLpsTapsche Theorie tut?

b) die Wahl einer konstanten Periode fiir simtliche interne Wellen wird zwar durch
die Beobachtungsergebnisse (im Falle interner Gezeiten) nahegelegt, theoretisch
konnte aber auch die Wellenldnge konstant sein. {ann man die Wahl des einen
oder des anderen Parameters als Konstante rechtfertigen?

In den Kapiteln IT und IIT dieser Arbeit wird versucht, diese offenen Fragen zu
klaren.

Einfacher als die Herleitung interner Gezeitenwellen hat sich die Interpretation der
internen Wellen mit Trigheitsperioden erwiesen (A.DEFANT 1940, 1952). Durch
meteorologische Krifte momentan aus dem Gleichgewicht gebrachte ozeanische Stro-
mungs- und Massenfelder miissen nach dem Verschwinden der erregenden Iraft
wieder in die alte Gleichgewichtslage zuriickpendeln. In hinreichend ausgedehnten
Meeresrdumen hingen diese Schwingungen fast nur vom Cloriolisparameter ab, haben
somit die sogenannte Trigheitsperiode. Hier ist die Warstellung des Problems als freie
Schwingung gerechtfertigt, wenn die Kraft nur momentan wirkt.
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Die unbegriindete Handhabung der oben erwihnten internen Gezeiten als freie
Wellen hat mehrmals zu Versuchen Anlal3 gegeben, eine Theorie der erzwungenen
internen Wellen zu geben. Dabei wurde von der Beobachtung ausgegangen, daf3
interne Wellen ein weltweites Phdnomen darstellen, also nicht auf bestimmte, besonders
ausgezeichnete Regionen beschrankt sind.

Um interne Gezeitenwellen auf die wirkenden Ursachen zuriickzufithren, muf3l man
die gezeitenerregende Kraft in die hydrodynamischen Gleichungen einfithren. Dies
kann in erster Ndherung durch den Ansatz

i(%gx — ogt)

(4) ko e

geschehen, worin kg, @, und %, bekannte Werte darstellen. Die Kraft schreitet mit der

Geschwindigkeit wofx, in Richtung +x fort. Es ist den aufgestellten Theorien gemeinsam

— und entspricht den physikalischen Konzeptionen —, daf3 die erregten Stérungen
1(%gx—0gt)

entsprechend der durch die Gleichung (4) gegebenen Kraft proportional e

angesetzt worden sind. A. DErFANT (1932) zeigte aufdieser Basis,dafl im zweifach ge-

schichteten Meer ohne Beriicksichtigung der Corioliskraft die beobachteten internen

Wellen nicht als erzwungene Schwingungen interpretiert werden kénnen. Bezieht man

die Corioliskraft in die Rechnung ein (A. DerANT 1950b, B. HAURWITZ 1950), so ergibt

sich je eine schmale Zone auf der Erde fiir die Entstehung halb- bzw. ganztigiger

interner Gezeitenwellen grofler Amplitude. Aber auch hiernach sind interne erzwungene

Gezeitenwellen als weltweites Phdnomen nicht moglich.

Wie zu erwarten — da das Gleichungssystem vollig analog ist — liegen dieVerhiltnisse
bei meteorologisch erzwungenen internen Wellen nicht anders. G. VERONIS und
H. StommeL (1956) haben fir den zweifach geschichteten Ozean in einer sehr umfassen-
den Theorie gezeigt, daf3 auf der Basis von Gleichung (4) und den daraus folgenden
Konsequenzen fiir den Wellenansatz meteorologisch erzwungene interne Wellen ver-
schwindend kleine Amplituden haben und fir die Praxis ohne Bedeutung sind.

Fir die weitere Vertiefung der Theorie der internen Wellen schienen zunichst
praktisch Untersuchungen iber die Struktur der Wellen angezeigt zu sein. Bislang
waren nur Periodenmessungen auf Ankerstationen durchgefithrt worden; die Wellen-
linge war unbekannt. Gerade Messungen dieses Parameters aber mufiten neue Auf-
schliisse bringen. Denn die beiden Konzeptionen

a) interne Wellen lassen sich als Eigenschwingungen interpretieren,

b) interne Wellen sind erzwungene Schwingungen,
muBten (bei der bereits beobachteten konstanten Gezeitenperiode in allen Tiefen) zu
grundsitzlich verschiedenen Wellenldngen fithren. Die Konzeption a) wiirde im Mittel
Wellenldngen zwischen 10 km und 100 km ergeben, wohingegen die Konzeption b)
die Wellenlidnge A, der erregenden Kraft ergibt, also sowohl bei den Gezeiten als auch
bei den meteorologischen Kriften Lingen von ca. 1ooo km und mehr.

Auf die Probleme, die bei solchen Messungen der Wellenldnge auftreten, ist in
einer fritheren Arbeit eingegangen worden (W.Krauss 1957/8). Die Messungen im
noérdlichen Nordatlantischen Ozean haben stets Wellenldngen von weniger als 50 km
ergeben. Auch neuere Untersuchungen in der Ostsee (I. HELA und W. KrAUss, 1959)
zeigen das gleiche Resultat. Es besteht daher kein AnlaB3, zu bezweifeln, dal3 viele
der beobachteten internen Wellen die Wellenldnge von freien Wellen (Eigenschwin-
gungen) aber die Periode der erregenden Kraft besitzen (erzwungene Schwingun-
gen). Sie sind also von gemischtem Typ.

Wellen dieser Art sind bereits aus einem anderen Gebiete bekannt: die Gezeiten der
Meeresoberfliche in Rand- und Nebenmeeren, Kanilen, Buchten usw. Dort bezeichnet
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man sie als Mitschwingungsgezeiten, weil sie offenbar an der Verbindungsstelle
zum offenen Ozean mit den dort vorhandenen Gezeiten mitschwingen. Sie haben
daher die Periode dieser selbstdndigen Gezeiten, besitzen jedoch eine Wellenldnge, die
allein von den Dimensionen des Nebenmeeres, der Bucht usw. abhéngt. In Anlehnung
daran bezeichnen wir die internen Wellen des oben genannten gemischten Typs als
interne Mitschwingungswellen.

Wir wenden uns nunmehr der Theorie solcher interner Mitschwingungswellen zu,
deren wesentlicher Inhalt die Rechtfertigung der auf Seite 4 genannten beiden
Punkte a) und b) sein muf.

II.

Solange ein Meeresraum hinreichend grof3 ist und die Kiisten ohne Bedeutung fiir
die Vorginge im Inneren des Ozeans sind, kann man den Ozean als horizontal unbe-
grenzt ansehen. Dies wird sehr hidufig getan und vereinfacht die Probleme meist recht
stark. In der Theorie der internen Wellen ist diese MaBBnahme solange berechtigt, wie
Reflektionen usw. an der Kiuste bzw. am Kontinentalabhang nicht nidher betrachtet
werden. Dies soll auch im Folgenden geschehen.

Da die erregenden Krifte vom Typ der Gezeitenkrifte die GréBenordnung der
irdischen Ozeane haben, mul3 man in einem unbegrenzten (unendlich groflen) Modell
konsequenterweise auch die Wellenlinge 2, der erregenden Kraft gleich Unendlich
setzen, so dafl x, = o wird. Anstelle der erregenden Kraft gemif Gleichung (4) wird
daher der Ansatz

—iogt
(5) ko e

fir die erregende Kraft der internen Wellen verwendet. Wir untersuchen in diesem
Kapitel, ob mit dem Ansatz (5) im Zweischichtenmodell eine interne Welle ¢, vom Typ
1(xx— g t)

(6) L(xt) =2Ze s

deren Frequenz somit durch die erregende Kraft bestimmt, deren Wellenzahl » hin-
gegen einen freien Parameter darstellen soll, vereinbar ist. Dies hatten wir bereits
frither proklamiert (W. Krauss 1957/8) und ist, falls sich fiir » der Wert der freien
Wellen ergeben sollte, die Voraussetzung fiir die Behandlung der internen Wellen als
Eigenschwingungen.

Bezeichnet man im Rechtssystem x, y, z in der Deckschicht mit u; und v; die Be-
wegungskomponenten in x- und y-Richtung sowie mit ¢; die Verlagerungen der Meeres-
oberfliche, wihlt man entsprechend fiir die Unterschicht u, und v,, sowie g, fur die
Verlagerungen der internen Grenzfliche, so lautet das System der geltenden Gleichungen

(a = L N ?gjj{’l} g = Schwerebeschleunigung, ¢ = Dichte, { = Coriolispara-

P2 P2
meter, — = 0)
du 3 .
(7 S—tl—fvlJ,—gE%:koe“l‘”ot
3
(8) 8—\1’h~]*fu1:0



du 3
(9) hlé}—xl + 5t (LGi—1%) =o
3 .
(10) {fmfvz—l—g(ai\i;—{-b%—%):koe‘lwot
3 v,
(11) Svf +fu, =o
du, 3%,
12 oy Ok
( ) 28X+ 5t o.

i (kx—wqt)
Folgt ¢, (x,t) einer fortschreitenden Welle, {,(x,t) = Z, e (Zy = const.)
1{xx— wgt)
und haben auch alle anderen Variablen die Form e so resultieren aus

(7)—(12) die beiden Bedingungsgleichungen

3

0g2 —[?—g b h, »? k —ixx
1 T O ST R oy 70
(13) ! g ahg »? 2 igaxe
und
(14) 7 g% —f2 kg by x e—ixx
4 Voa—f—gh@ TP i (e —f2—gh, »?) s
welche weiterhin zu der Gleichung
(15) [@g?—f?—gbh,x® wg? — 2 } ik (a)02——-f2——gbhlx2)_
3 [ gahyx? o2 — {2 —ghy»? gax (w2 —[2—gh,»?)
—inx
e
fihren.
Die rechte Seite der Gleichung (15) verschwindet fiir
(16) w2 =12 - gbh; »?
In diesem Falle gilt dann weiter statt Gleichung (15)
(15a) wg — ¢ [g (hy + hy) + 2% 4 hy hybg?x? |- 4+ g (hy + hy) (2% =0,

Dies ist aber die Gleichung der freien Wellen (Eigenschwingungen) im zweifach
geschichteten Meer (W. Krauss 1957/8). Das Ergebnis besagt somit, dall im zweifach
geschichteten Meer interne Wellen vom oben erwidhnten Mitschwingungstypus méglich
sind:

a) sie haben die Wellenlinge der freien Wellen, d. h. o < A < 100 km in den

mittleren Breiten (W. Krauss 1957/8),
b) sie haben die Periode der erregenden Kraft,

wenn die Voraussetzung (16) erfillt ist. Dies ist nicht in Strenge der Fall, denn
der Vergleich zwischen Gleichung (16) und der internen Lésung von (15a)

(2) w2 =12 4 g b hy »?

hy+hy
zeigt, daB3 dann

by b <h4 I
(17) b= et b2>—<h:>+ =0

sein miiB3te, was nur bei hinreichend diinner Deckschicht ndherungsweise gilt. Formuliert
man jedoch den durch die Bedingung (17) ausgesprochenen Sachverhalt in der Form,
es misse die iiber der Grenzfliche liegende Schicht diinn sein im Vergleich mit der
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Gesamttiefe des Ozeans, so 143t die Extrapolation auf den n-fach geschichteten Ozean

—1xX . . . .
sofort erwarten, daf3 mit wachsendem n der e -Term immer kleiner wird. Die
Voraussetzungen fiir die Entstehung interner Wellen vom Mitschwingungstyp sollten
daher im stetig geschichteten Ozean recht gut erfullt sein. Dies wird nachstehend
gezeigt.

IIT.

Im stetig geschichteten Ozean werden interne Wellen nach der Methode der kleinen
Stérungen behandelt. Mit dem Druck

(18) P (X, Z, t) = P(Z) + = (X, Z, t)
und dem spezifischen Volumen
(I”) S(x,z,t):S(z)—}-c(x,z,t)
gehen die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen
du 3p 1ogt
(20) E—Fv—i—sﬁ:lcoe 0
3
(21) 8—: + fu=o
dw . 8p
(22) ‘B_t—i"h’rsa—z—‘o

und die Kontinuitétsgleichung
du 3v 3w

(23) 5x "oy Thr T °
sowie die Bedingung fiir die Irkompressibilitét
3s 3s
(24) st W= 0O
in die Gleichungen
du 3~ 1ept
(25) sT_fV+S?a§ =kye
dv dn
6 — 4+ f — =
(26) 5t 4+ fu + S 5y o
du dv dw
(27) 5x -+ g] + 8‘z‘ = 0
3w 3w 3P
— S— 1L og— =
(28) TR PR PR
3¢ 3S
(29) 84t WE = 0
iiber.
Folgen die Variablen
u (x, z, t)
lv (x, z, t)
q(x,z,t) = twi(x, z t)
I (X, z, t)
o (x, z, t)

hinsichtlich der Periode der erregenden Kraft,
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I (xx—owyt
(30) Gzt =g(@e “XT0Y
und stellt die Wellenzahl x der erregten Schwingung zunichst einen freien Parameter
dar, so 148t sich das obige Gleichungssystem in bekannter Weise (W. Krauss 1957/8)
auf die gewohnliche Differentialgleichung

d 1 dw »? g S’ g2 02 % S’ —ixx
(31) {*”— — T [*T— S|V T T g e

dz |S dz w2 —f2 S S S2(wy2—f?)

3S
reduzieren, in welcher ' = S—bedeutet. Gleichung (31) unterscheidet sich von der
A

FyjeLpsTaDpschen Gleichung
d [rdw »? S’ w?

@ LlsTltw=lrs 50

durch den e—ncx -Term und durch den Index Null bei w.

Wiéhlt man fiir Gleichung (31) die Form

2w  S'dw ®? l: s’ 5] 0% S’ —ixx
—_—— — B _—— :—-—-——k

83) T s a Tep—plfs TV S(ar—12) °°

fir Gleichung (32) entsprechend
2w S'dw %2 S’
@2 | —
) T s 1z +w2—f'2[g s 1—(”

so fithrt eine Betrachtung iiber die GroBBenordnung der einzelnen Terme zu folgendem
Resultat:

Bei einer halbtidgigen internen Gezeitenwelle mit der Amplitude 50 m betrdgt die

2. 104
Verukalgeschwindigkeit im Mittel w == £f 20
At 432+ 102

108 cm?/g kann w? gegeniiber gS’[S vernachlassigt werden.

cm .
=~ 0,5 — . Mit S =
sec

dw

diurfte die GroBen-
dz

ordnung 0,5 + 10 *sec ! haben, so daB fiir die linken Seiten der Gleichungen (33)

und (34) mit A = 50 km gilt:

dzw —38 S’ dw — 12 g S —9.
magn -3 = 10 ; magn o - = 10 jmagn -5 = W =10
Wie bereits durch J. E. FjeLpsTAD (1933) vermerkt, kann man die linke Seite der
Gleichungen daher ohne Bedenken auf den ersten und dritten Term beschrinken,
wodurch die FjeLpstapsche Gleichung die Form

d?w xg S
(852) iz eps VO

annimmt,

Fibrt man mit den verwendeten Werten eine Magnitudenbetrachtung auch fiir den
inhomogenen Term der Gleichung (33) durch, so erhilt man mit einer Wellenlidnge
A = 50 km und k, = 10 cm sec?

0z xS’ — 18

0
magn @“_—f?)‘g ko =10



Der inhomogene Term erreicht nicht einmal ein Millionstel des Wertes der linken
Gleichungsseite, kann somit als Null angesehen werden. Damit reduziert sich die
Gleichung der erzwungenen Wellen ebenfalls auf eine Gleichung der Form (35a),
namlich auf

dEw g 8

(35b) a2 T egpps VT

welche jedoch den wichtigen Unterschied aufweist, daf3 in ihr die Periode der Wellen
durch die erregende Kraft bestimmt wird. Das Ergebnis dieser Rechnungen ist:

Wenn die Wellenldnge der erregenden Kraft sehr groB3 ist, d. h. von der Gré3en-
ordnung des Meeresgebietes wird, wenn ferner die Kistenkonfiguration auf die
internen Wellen keinen EinfluB3 hat, so dal der Ozean als unendlich grof3 ange-
nommen werden darf, wodurch sich die erregende Kraft auf den Ansatz (5)
reduziert, so haben die internen erzwungenen Schwingungen nur die Periode der
erregenden Kraft (Frequenz o,), die Wellenldnge wird hingegen durch das Eigen-
wertproblem (35b) bestimmt und ist von der erregenden Kraft unabhingig. Interne
Gezeitenwellen sind vom Typ der Mitschwingungswellen; der Ansatz (5) hebt
die beiden Unklarheiten in der Theorie der internen Wellen auf.

Ohne grof3ere Rechnungen kénnen wir sofort auf eine weitere Art der Mitschwingungs-
wellen schlieBen, der man ebenfalls Bedeutung beimessen mul3:

Ist die erregende Kraft gemdf3 Gleichung (4) sehr langperiodisch, so wird o, = f[,—n

0
sehr klein; der Grenzfall ist &, = 0. Der Ansatz (4) entartet in diesem Falle zu

(36) ko e

Die erregten Schwingungen sind dann hinsichtlich der Wellenldnge durch die erregende
Kraft bestimmt und in der Periode frei:

1%y X

i(px— wt)

q(x 2t =q(z)e
Anstelle der Gleichung (33) erhilt man
d2w  S'dw | ox? S’ %y S’ lot
_ Ty W=
(37) d z? S dz k ©?—Tf2 [g S @ } v (0?2 —1%) S ko e ’
welche Gleichung auf Grund der bereits angewandten Dimensionsbetrachtung in die

vereinfachte Form

dzw %2 g S’

(38) dz2 " w2—r2§ w=0
iibergeht. Stellen v,2 (n =1, 2, 3, ..) die Eigenwerte der Gleichung (38) dar, so gilt
g,
d. h. o?—f? "
% g 27 Ay
of=f2 -+ 22 bzw., Tp= —— = A
(39) g L V(o) tantg

Je groBer die Wellenlidnge der erregenden Kraft und je gréBer die Ordnung der
internen Wellen wird, (fxv,)2 > > 47w %g, um so mehr nimmt die erzwungene Schwin-
gung die Triagheitsperiode an, 2x/f. Dies bedeutet, daB nicht nur nach einmaligen
Impulsen — wie A. DeranT (1940, 1952) in seinen grundlegenden Arbeiten gezeigt
hat — der gestorte ozeanische Zustand in Form von Trigheitsschwingungen wieder
dem alten Gleichgewicht zustrebt, sondern daf3 auch die iiberall auf der Erde auf-
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tretenden quasistationidren meteorologischen Kraftfelder solche Schwingungen er-
zeugen. Zu den erwihnten quasistationidren Kraftfeldern sind nicht nur die nur langsam
verdnderlichen subtropischen Hochdruckgebiete sondern auch die bisweilen wochen-
lang festliegenden Zentralzyklonen der gem#Bigten und subpolaren Regionen zu zihlen.

Die erzeugten Trigheitswellen haben die Fortpflanzungsgeschwindigkeit cp = ffx,;
dies sind recht groBe Werte. Mit f = 10-¢ sec-! und %, = 1000 km ergibt sich z. B.
¢ = 15 mfsec. Demgegentiber hat eine interne Gezeitenwelle mit T = 12,4 Stunden
und A = 50 km nur eine Geschwindigkeit von ca. 1 m/sec.

Bemerkenswert an den meteorologisch erzeugten internen Wellen sind die Schwe-
bungen. Die Periode setzt sich gemdB Gleichung (39) aus einer Summe von Partial-
wellen zusammen, T = X T, (n =1, 2, 3, ...). Zahlenbeispiele lehren, daB3 selbst

meteorologische Kraftfelder von der Erstreckung 2, = 2000 km fiir die internen Wellen
im Falle n = 1 noch nicht die Trigheitsperiode ergeben. Fir die internen Wellen
2. Ordnung geht jedoch, da niherungsweise v, = nv; gilt, der EinfluB des zweiten
Gliedes in Gleichung (39) gemiB v, = n? v,2 stark zuriick, so daB die héheren Schwin-
gungen in jedem Falle praktisch die Trigheitsperiode annehmen. Neben der Trigheits-
periode wird man aber im Ozean stets noch mindestens eine Schwingung mit einer
etwas kleineren Periode antreffen. Die Uberlagerung dieser beiden Wellen

My = a, cos (o, t — &)
und
g = 2, COS (wy t — &y)
flihrt mit
a, sin o

a; -} a, cos o

a = {0 — @) t — &y -+ g, und § = arctg

zu einer Schwingung der Form
M =Acos (o, t—p—¢g) ,

worin die Amplitude zwischen a; + a, und a,—a, schwankt,

A=V 512 - 2 a; a, cos [(‘01_0)2) t—e; —ep] - af
und Periode und Phase durch den Ausdruck
a, sin [(y—wy) t — &) + ] . 1
ay + a, cos [(o;— wp) t — & + &) '
festgelegt sind. Die Periode variiert somit zwischen zwei Werten, deren einer in der

Nihe des Mittelwertes der beiden Wellen, deren anderer hingegen bei der Halfte der
kleineren Welle liegt.

cos{ w;, t—arctg

Die Schwebungsperiode, d. h. der Abstand zwischen zwei Schwebungsstellen, ist
ebenfalls durch diese Gleichung gegeben. Der Verfasser hat auf der Dauerstation 2293
der ,,Anton Dohrn“ siidwestlich Islands solche Schwebungen beobachten kénnen.
(W. Krauss 1959).

Hervorzuheben an diesen Ergebnissen ist, daB in Ubereinstimmung mit der ‘I'heorie
von G. Veronts und H. StomMEL (1956) kurzperiodische Stiirme keine internen Wellen
erzeugen kénnen; interne Wellen werden nur durch die beiden Grenzfille (5) und (36)
erzwungen und sind dann vom Typ der Mitschwingungswellen!). Entsprechend diesen
beiden Ansitzen wird kiinftighin zwischen internen Mitschwingungswellen 1. Art und
2. Art unterschieden. In Tabelle 1 sind ihre Charakteristika zusammengestellt.

1) Dariiber hinaus kénnen Eigenschwingungen mit Trégheitsperioden durch ,,momentane* Kraft-
einwirkung im DeranTschen Sinne (1940) ausgel6st werden (Seiches).
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Um die in der Tabelle angegebenen Zahlenwerte noch etwas genauer zu umreifien,
wird im folgenden Kapitel eine Berechnung fiir eine auserwihlte Dichteverteilung

durchgefiihrt,
Tubelle 1
Interne Mitschwingungswellen
Bezeichnung Interne Mitschwingungswelle Interne Mitschwingungswelle

der Wellen

|

1. Art

2. Art

Ursache der Schwingung
(erregende Kraft)

Periodisch veranderliche ausge-
dehnte Kraftfelder von der Gréfle
der Ozeane, z.B. gezeitenerre-

i gende Krifte

Darstellung
der erregenden Kraft

Resultierende Gleichung
zur Bestimmung des
Schwingungsvorganges

Im unbegrenzten Ozean verein-
facht sich
(%X — g t)
ky e
zu
—i o, t
,ko e<7

Quasistationdare Kraftfelder wie
z. B. das Subtropenhoch, Zentral-
zyklonen usw., d. h, langsam veran-
derliche Luftdruck- und Windfelder

Wegen T, — oo vereinfacht sich
1(xgx — at)
ke
zu

1%y X
ky e

l;‘;:]VELD;I'ADSCIVlC G]eichunéirlnit der
Periode der erregenden Kraft

Linge der erregten
Welle

Periode der erregten
Welle

Fortpflanzungs-
geschwindigkeit

Besondere Kennzeichen

Im Mittel 10 km bis 100 km’

Periode der erregenden Kraft,
z. B. Gezeitenperioden

meist zwischen 1 m sec-! und
2 m sec-1

F_]ELDS’I‘ADS?:])C Glei‘chung mit der
Wellenldange der erregenden Kraft

Im Mittel ca. 1000 km

Wellen héherer Ordnung haben
Tragheitsperiode, Wellen niedriger
Ordnung haben etwas kiirzere
Perioden

zelmm—afgri;ﬁer als bei den Mit-
schwingungswellen 1. Art, d. h. ca.
15 m sec-1

Periode in allen Wellen gleich;
Wellenldnge setzt sich aus der
Summe der Partialwellen zusam-
men

Iv.

Wellenldnge in allen Wellen gleich;
Periode nidhert sich approximativ
der Tragheitsperiode, es treten
Schwebungen aufund die beobach-
tete Periode kann mit der Tiefe
variieren.

|

In Abbildung 1 ist eine schematische Dichteverteilung o; fiir ein 1600 m tiefes Meer

. . : s rde
gegeben. o, variiert zwischen 25,85 und 28,00. Die dazugehorigen Werte — d—p sind
p dz
. . . B 1 dp
ebenfalls eingetragen. Legt man z = o in 800 m Tiefe, so 148t sich ¢ = — — durch das
p dz
Gesetz
Legenden zu den nebenstehenden Abbildungen
Abb. 1: Theoretisch vorgegebene g,-Verteilung (untere Skala) und die daraus resultierende Ver-
1
teilung — Elp (obere Skala).
pdz
Abb. 2: Interne Wellen 1. bis 4. Ordnung in einem 1600 m tiefen Meer mit der in Abb. 1 dar-

gestellten g,-Verteilung (Amplituden der Wellen willkiirlich).
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¢ (Z) == P min -+ (az__ZZ) A

ausdriicken. Die Fjerpstapsche Gleichung gewinnt damit die Form

42
(40) d—_;_; + v’{ ¢min + (2°—27) A} w =0
2
mit v = g;_xp und den Randbedingungen
02—

(41) w=oflirz= 4+ a= + 8oom.

Gleichung (40) ist der WriTTAKERschen Differentialgleichung verwandt; ihre Losung
148t sich durch die Wrrrrrakersche Funktion ausdriicken:

(420 w@=Cuz = Wi, 00V A+ Cez = Wiy, OV AZ)

Hierin bedeuten

%) [ T (14p)

M, " (x) = x(1 )2 o —X%/2 T 1_12_[}‘

die Wurrrakersche Funktion,
o a1 x2 « a1 a2 x3

F ) = T )

die konfluente hypergeometusche Funktion und I' (1 +¢) die Gammafunktion. k ist
durch v, @may [ 4V A bestimmt,

Der erste Term der Losung stellt eine ungerade, der zweite eine gerade Funktion
dar. Hieraus folgt, daf3 durch

w(z) =Cuz = Wig, ., (W&

(1)

Vn @ max

N

eine Schwingungsform beschrieben wird, bei der die Ober- und die Unterschicht der
Wassermasse (getrennt durch die Zone maximaler Gradienten) in entgegengesetzter
Phase schwirigen, so daB3 die Zone maximaler Gradienten (z = o) in Ruhe bleibt.
Da entsprechend der Randbedingung (41) auch Oberfliche und bodennahe Schicht
in Ruhe bleiben sollen, muf ferner gelten

(43) ntl(, +1/4 V(ﬁ) Va aZ) =0

2
%

ITierin ist allein v () —8%n
n (02

K, =

unbekannt, woraus sich bei internen Mitschwingungs-

wellen 1. Art (Periode vorgegeben) die Wellenzahl x,, bei internen Mitschwingungs-
wellen 2. Art (Wellenldnge vorgegeben) die Frequenz w, berechnen 148t%). Durch diese
Beziehung sind somit die Eigenschwingungen im antisymmetrischen Schwingungszustand
festgelegt.
__‘“7 2

2) Es gilt dann vy :=mn2

13



Demgegeniiber beschreibt der zweite Losungsanteil

- 3 1~
w(z) =Cez = YWl _y, oY Va2
mit

(8)

Ky, = Vi @Pmax

eine Schwingungsform, bei der in z = o ein Schwingungsbauch vorhanden ist. Die
Randbedingung (41) ergibt fiir diesen symmetrischen Schwingungszustand

(44) ntx.—m (V(ﬁ)V na%) =o .

Um entsprechend den beiden Gleichungen (43) und (44) Wellenlidnge bzw. Periode
.5 (X). Das Argu-
ment x und der Parameter K sind reell. Die entsprechenden Methoden, die zur
Auffindung der Nullstellen fiihren, gelten im allgemeinen, da sie Niherungsmethoden
sind, nur {iir die hoheren Eigenwerte. Fiir uns sind aber insbesondere niedrige Eigen-
werte von Bedeutung. Verfdhrt man nach der von H. Bucunorz (1953) beschriebenen
Methode, so erhilt man die folgenden Werte:

zu berechnen, benotigt man die Nullstellen der Funktion 13T,

Tabelle 2
n 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 [ 5 ‘ 6 1 7
Vo 0,054 0,266 0,444 | 0,612 0,777 1 0,940 1.102
Valn 0,054 0,133 0,148 | 0,153 0,155 | 0,158 0,157

Fiir die hoheren Eigenschwingungen konvergiert, wie aus der Tabelle zu entnehmen
ist, vp/n gegen 0,16. Da v,/n niherungsweise konstant sein diirfte, sind die Eigenwerte
niedrigerer Ordnung zu klein ausgefallen.

Prift man die erhaltenen Funktionswerte mit den in JAHNKe-EmDE (1945) wieder-
gegebenen Kurvenbildern der konfluenten hypergeometrischen Funktion, so erweist
sich 0,17 als der beste Nidherungswert fiir v;. Damit erhilt man fiir die Eigenschwin-
gungen vy, vy, vy, ... die Werte 0,17; 0,345 0,51 ... (v =n.0,17).

In Abb. 2 sind die ersten vier Eigenschwingungen dargestellt; sie bestehen aus zwei
symmetrischen und zwei antisymmetrischen Wellen und dhneln den von P. GROEN
(1948) gefundenen fiir eine dhnliche Dichteverteilung. Die Amplituden sind willkiirlich.
Das resultierende Wellenbild setzt sich aus der Summe der Eigenschwingungen zu-
sammen, wobei die Amplituden der Einzelwellen durch die Bindungen, denen die Einzel-
wellen unterliegen, gegeben sind. Morphologie und horizontale Dichteverteilung spielen
hier eine grofle Rolle.

Fiir das in Abbildung 1 dargestellte Dichtefeld haben die in Abbildung 2 wieder-
gegebenen Wellen folgende Parameter:

1. Interne Mitschwingungswellen erster Art mit halbtigiger Gezeitenperiode
(12,4 Stunden) besitzen die Wellenlidngen 129,2 km, 64,6 km, 43,1 km, 32,3 km ...
far die 1., 2., 3., 4. ... Eigenschwingung in 45° geographischer Breite.
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2. Interne Mitschwingungswellen zweiter Art mit einer Wellenldnge von 1ooo km
besitzen die Perioden 16,82 Std., 16,90 Std., 16,91 Std., 16,92 Std. ... fiir die
I., 2., 3., 4. ... Eigenschwingung in 45° geographischer Breite. Die Trigheits-
periode betrdagt 16,93 Stunden. Wegen des geringen Unterschiedes zwischen den
einzelnen Perioden werden die Schwebungsperioden der resultierenden Welle
aullerordentlich grof3, so dafl man tagelang gar keine, dann wieder sehr grofle
Amplituden beobachten wird.

Da interne Wellen nach der obigen Theorie eine weltweite Erscheinung sind und mit
den Gezeitenperioden bzw. der Trigheitsperiode groBle Amplituden haben kénnen,
werden sie sicherlich in manchen Regionen zur beherrschenden Erscheinung der ozeani-
schen Dynamik. Die gegebenen Formulierungen gehen von zweidimensionalen Wellen
aus (x, z-Ebene); es ergeben sich jedoch keine Schwierigkeiten bei der Ausdehnung
des Modells auf drei Dimensionen (kurzkdmmige Wellen; im obigen Modell sind die
Wellenkdmme unendlich lang). Da die Wellenldngen in x- und y-Richtung véllig
gleichberechtigt sind, sollte man daher im Ozean — wenn die morphologischen Ver-
hiltnisse nichts anderes bedingen -—— quadratisch-zelluldre Wellen in der Horizontalen
erhalten,

Summary: Internal cooscillating waves.
There are two theories dealing with internal waves:

a) the theory of free internal waves in a two-layered ocean (A, DEFANT, 1932) or
in an continuously stratitied ocean (J. E. FjeLpsTaD, 1933),

b) the theory of forced internal waves in a two-layered ocean (A.DEFANT, 1950;
B. Haurwitz, 1950; G. VERONIs und H. STOMMEL, 1956).

There is no doubt that internal wavesaremostly oscillations which are forced by the
tide-producing forces and the meteorological disturbances. But all theories which have
been advanced as to how these forces can bring about internal waves, gave the result,
that forced internal waves cannot be a world-wide phenomenon.

On the other hand the results of the theory of free internal waves agrees very well
with the actual waves (W. Krauss, 1957/8).

There are two open questions in connection with the application of FjELDSTAD’s
equation (35) to the ocean:

a) Why gives the equation of free internal waves (FJELDSTAD’s equation) good
results for a forced oscillation?

b) Why should the period of internal tidal waves and not the wavelength be governed
by the tide-producing forces?

Both these questions are answered in this article. From theory we get two different
types of internal cooscillating waves. The first type is governed by tidal periods and has
the wavelength of free internal waves, the second type has nearly inertial periods and
the wavelength of meteorological disturbances. The outstanding differences between
the two types of internal cooscillating waves are given in table I.
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