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Aus dem Institut fiir Meereskunde der Universitiat Kiel

Zur trochoidenahnlichen Form der kurzen fortschreitenden
internen Grenzflichenwellen

Von WoLFGaNG IKKRAUSS

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, dall kurze fortschreitende interne Grenzflichenwellen end-
licher Amplitude trochoidendhnliche Form besitzen. Im Gegensatz zu den kurzen Wellen der Meeres-
oberfliche sind jedoch die Kdmme breit und die Téler schmal. Mit den Wellen ist ein Reststrom
verbunden,

The trochoidal behaviour of short internal boundary waves (Summary): Internal waves with
short wave length and high amplitudes show a trochoidal shape. In contrary to short waves at the
surface internal waves have broad crests and narrow throughs.

1.

Kirzlich ist gezeigt worden (W. Krauss, 1961), dafl lange interne Wellen unter
dem EinfluB3 der Erdrotation eine Verzerrung erleiden, und zwar derart, dafl die Wellen-
kdmme in einem rechteckig zelluliren Wellensystem einzeln nach rechts aufgesteilt
werden. Im Gegensatz zu Kelvinwellen kénnen solche Wellen iiberall im Meer auftreten;
jede Einzelwelle balanciert fiir sich die ablenkende Kraft der Erdrotation aus.

Auch ohne den Einflufl der Erdrotation kénnen interne Wellen von der Sinusform
abweichen. In der Theorie der Grenzflichenwellen, in der eine interne Welle mit der
Amplitude g, (x, t) die Grenzfliche aus ihrer Ruhelage z = z* hebt und senkt, wurden
jedoch bislang die Grenzflichenbedingungen nicht bei z = z* + ¥, (x,t) sondern bei
z = z* vorgegeben. Dies ist nidherungsweise berechtigt, wenn die Amplitude Z,(x,t)
sehr klein ist.

Interne Wellen mit gro3en Amplituden werden jedoch durch diese Theorien nur in
erster Niaherung beschrieben.

Nachstehend wird die Form kurzer interner Wellen mit endlicher Amplitude unter-
sucht.

II.

Im geschichteten Meer (x,y,z-System, z vertikal nach unten), dessen Deckschicht
die Michtigkeit hy, die Unterschicht h, hat, sei z = 0 die Lage der ungestérten Grenz-
flache. Die Deckschicht habe die Dichte p;, die Unterschicht p,. Anstelle des Druckes
p und des Schwerepotentials ® wird ein Potential

y=0+F

eingefiihrt, das in der Deckschicht mit ¢, in der Unterschicht mit ¢, bezeichnet wird.
Fir jede Schicht gelten die hydrodynamischen Gleichungen und die Kontinuitéits-
gleichung:

uy —fv4 ¢y
(1) v + fu4- q’y

wi + ¢,

u 4 vy + w, =0.

Die Gleichungen lassen sich fiir die Funktion

0
0
0

u
v .
X =\, auf die Form

/
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D¢ 4 f2
(2) {(D"2+Dv2>+Dz2t;ﬁ}xzo
t

bringen.

Bei kurzen Wellen kann man die Corioliskraft vernachlissigen; fir ebene Wellen
gilt in der x, z-Ebene daher
(3) {Dx2+D22}X:O'

Im geschichteten Meer gelten somit fiir das Potential ¢ die beiden Gleichungen
(4) (Dx* + D) ¢y =0 (Dy®+ D) ¢ = 0;
als Losungsansatz wihlen wir
(5) g, = (A @Df)’- z + B Ginxz) ei(:"x—““)

by = (C Cofxz + D Ginx z) eitx—od

Wenn sich an der Grenzfliche Wellen ¢, (x,t), an der Oberfliche entsprechende

¢,(x, t) ausbilden, so gelten folgende Randbedingungen:
1) Wegen der kinematischen Grenzflichenbedingurg muf3

w, = w, bei z = {,(x, t) sein. Gemidl Gl. (1) folgt daraus:

(6) D, 4 = D,y fiir 2 = Ly(x, 1).
i1) Am ebenen Meeresboden muf3 w, = 0 scin; daraus crgibt sich:
(7) D, ¢, =0 fir z = h,,.
ii1) An der freien Oberfliche muf3 der Druck verschwinden,
so dal3 aus ¢, = ® | P1ice = —gz
P1
(8) b =g8h
fir z=— (h; + ¢;) &~ —h, folgt.
SchlieBlich fordert die KKontinuitédt des Druckes an der Grenzfliche mit
v, =—8% + P und
P1
bo=—g G+
P2
9) (41 + 8%5) o1 = (¥ + 885) o, fiir z = ¢, (x, t).

Aus den Gleichungen (5), (6), (7), (8) und (9) folgen dann die vier Bedingungs-
gleichungen

(10) A G&in %%, + B €of %, = C Gin x%, + D Cof 2L,
(1) C= —D Ctlyxh,
»? w?
(12) A <§, Cof xhy — Ginxh;) = B <87 Gin xh; — Cof xhl>

(13) [ (A Cof %L, + B Ginng,) eltx—0t + g, ]p) = _
=[(C Cof xL; + D Gin xLy) ==Y 4 gl

Fir kurze Wellen gilt hy,p 3> %y, d. h. x hy,, = 2mhy,,

)‘112
ist sehr grof3. Deshalb kann man niherungsweise
Gin XIllsz ~ @:Di Khl,z
setzen.
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Die Gleichungen (10)—(13) reduzieren sich deshalb auf

(10) A Ginxly, + B Cof ¢, = C Ginx, + D Cof »¢,
(11a) C=—D

(12a) A=B

(13) [(A Cof %%, + B Gin xg,) eitx— ot + glr]o, =

[(C Gof ¢, + D Gin xLy) elx =t 4 glyle,

Elimination von A, B und C fiihrt auf

(14) Cg = + He — %% eilxx — wt)
. D,P
mit H = ﬁ s Pm A~ P1 A Py
2
* *
Setzt man §, = — ¥,, so wird ¢, die nach oben positive Wellenamplitude:
(15) —Ezz Hexg, eilxx — ot) |

Nach dem Vorgang von Stoxes kann man Gl. (15), ausgehend von der Reihenent-
wicklung
1

(16) — 22 =H (1 + xfz + Eu2£22 + .. '>ei(xx—mt)

durch schrittweise Anniherung auf die Form

(17) - ?fz ={,= { %xaz + aeixx 4 ;—xazeiz"x + -Z—xzaaei“" + ... } e—iot

bringen, worin a = H (1 + % »2H? )

geschrieben wurde. Dabei ist zu beriicksichtigen, da3 ¢, (mit z) nach unten positiv ist.

(Gl 17) stellt fiir kleine Amplituden eine Sinuswelle (¢, s aeit®—ot) dar und
beschreibt mit wachsender Amplitude in sehr weitgehender Niherung, wie Stokes
gezeigt hat, eine Trochoide. Die Konvergenz der Reihe ist spiter von Levi-Crvita
bestitigt worden.

Somit haben kurze Grenzflichenwellen eine trochoidale Form. Als Winkel « der
steilsten Welle ergibt sich auch hier (in vélliger Analogie zu den Wellen der Meeres-
oberfliche) « = 120°. Wesentlich ist jedoch, da} interne Wellen — im Gegensatz zu
Wellen der Meeresoberfliche — nicht breite Talsohlen und spitze Kimme sondern
spitze Wellentiler und breite Wellenkdmme besitzen. Dieses Resultat findet man bei
ausgelegten MeBinstrumenten sehr hiufig bestitigt (E. C. Laronp, 1959). Eine sehr
schéne Aufzeichnung solcher Wellen hat V. Valdez (1960) mit dem Echolot erhalten.
In Abb. I ist sie wiedergegeben.

II1.

Wellenlidnge und Periode solcher kurzen internen Wellen sind nur sehr unvollstindig
bekannt.

Im stetig geschichteten Meer erhilt man, wie P. GrRoeN (1948) erstmals zeigte, eine
Begrenzung der Eigenwerte. Fiir jede Schichtung gibt es eine kiirzeste Periode, die der
VAisALA-Periode entspricht. Von dieser ausgehend besitzt das Meer eine diskrete Folge
von Schwingungsperioden. Unter der Einwirkung von duBeren Kriften (wozu wir hier
auch die turbulenten Stromschwankungen im Meer mit rechnen wollen) werden gleich-
zeitig unterschiedlich starke Schichten zum Schwingen angeregt, sodal3 man gleichzeitig
ein breites Band von (theoretisch) diskreten Perioden beobachtet. K. KaLLE (1953) hat
zahlreiche Beobachtungen hierzu durchgefiihrt.
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Die Wellenhohe kann selbst in flachen Gewéssern mehrere Meter betragen. Sie ist
sehr variabel — je nach Anregung. Wesentliche Unklarheiten bestehen hinsichtlich der
Linge und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der kurzen Wellen.

E. C. Laronp (1959) hat im Sommer fir Wellen in 15 m Tiefe im Mittel ca.
1,5 cm[sec als Fortpflanzungsgeschwindigkeit erhalten. Die hiufigsten Perioden waren
5—8 min, die Wellenhéhe betrug vorwiegend 1,5—2,5 m. Aus der Periode und der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit errechnet sich die Wellenlinge zu 4,5—7,2 m. Die
VAarsALA-Perioden kénnen aullerordentlich kleine Werte annehmen, wenn nur kleine
Wasservolumina zum Schwingen angeregt werden.

Es ist daher anzunehmen, daB3 sich den obengenannten Wellen mit 2 ca. 5 m noch
erheblich kiirzere {iberlagern. Nach P. Groen (1948) kann man die Wellenlidnge aus
der Periode direkt bercchnen.
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Legende zu der nebenstehenden Abbildung (Tafel 1)
Abb. 1: Die Trochoidenform interner Wellen (nach V. VALDEZ, 1960).
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Tafel 1 (zu W. Krauss)





