Copyrighte

Es gilt deutsches Urheberrecht.

Die Schrift darf zum eigenen Gebrauch kostenfrei
heruntergeladen, konsumiert, gespeichert oder ausgedruckt,
aber nicht im Internet bereitgestellt oder an Aul3enstehende
weitergegeben werden ohne die schriftliche Einwilligung des
Urheberrechtsinhabers. Es ist nicht gestattet, Kopien oder
gedruckte Fassungen der freien Onlineversion zu veraul3ern.

German copyright law applies.

The work or content may be downloaded, consumed, stored or
printed for your own use but it may not be distributed via the
internet or passed on to external parties without the formal
permission of the copyright holders. It is prohibited to take
money for copies or printed versions of the free online version.



Aus dem Institut fiir Meereskunde der Universitit Kiel

Interne Wellen in einem exponentiell geschichteten Meer

Von WorLreanc Krauss

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, dal man mit bekannten Routinemethoden der mathemati-
schen Physik die Kenntnisse iiber Kinematik und Dynamik interner Wellen wesentlich gegeniiber
den aus der Theorie der Grenzflichenwellen bekannten Ergebnissen erweitern kann, wenn man mit
einer exponentiellen Dichteverteilung rechnet. In den Abschnitten 1—3 werden bekannte Resultate
zusammengestellt, Abschnitt 4 enthilt eine Formel fiir die Wellenldnge interner Wellen (Gl. 31).
Die Energie interner Wellen (Abschnitt 5) erweist sich als erheblich groler als die der Grenzflichen-
wellen. In Abschnitt 7 werden Rechnungen tiber die Entstehung interner Wellen durch die Gezeiten-
krifte, den Luftdruck und den Wind angegeben, und in Abschnitt 8 wird gezeigt, daB3 lineare
inkompressible interne Wellen in der Tiefsee praktisch keine Ddampfung erfahren.

Internal waves in an ocean with exponential density stratification (Summary): The aim of this
article is to show that one gets much more insight into the behaviour and the causes of internal waves
by using an exponential density stratification than by using a two-layered model. Sections 1—3
contain known results, in section 4 we derive a formula for the wave length using the method of
characteristics (equ. 31). The energy of internal waves (section 5) seems to be much greater than we
may expect from the theory of boundary waves. In section 7 forced internal waves are described as
a consequence of the tide generating forces, the air pressure and the wind. Results are obtained by
developing the forces and the unknowns into Fourier series according to the ocean basin. Finally,
in section 8, it is shown that internal waves are less damped quite in contrary to boundary waves.

Symbole:
D, Unterbereich zu z bei Laplace-Transformation
T = (0,0,2 Q,) = Vereinfachter Vektor der Winkelgeschwindigkeit der Erd-
rotation
H Meerestiefe
K, Amplitude der gezeitenerregenden Kraft (K, ~ 107 g cm™2 sec™2)
) Druck
P p/p
R olp
t Zeit
17 dp i: . 71_ 9
r pdz’ = ¢
T 1dp it 6 5 el z
- — mit p = p, el
o 5 dz P Po
d Amplitude
2 2 m[%y == Wellenzahl in y-Richtung
% 2 m[ax = Wellenzahl in x-Richtung
A Wellenlange
7 Virtueller Reibungskoeffizient
v Eigenwert
P Dichte
T 2 nfw = Periode
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¢ Geographische Breite

D Schwerepotential

) 2 nfr = Kreisfrequenz

R AuBere Kraft pro Masseneinheit

4 Laplace-Transformation

v (u, v, w) = Geschwindigkeitsvektor

Die Rechnungen erfolgen im Rechtssystem x, y, z mit z nach unten.

1. Einfihrung. Die Differentialgleichungen fiir lineare interne Wellen bilden ein
System von funf Gleichungen fiir die finf unbekannten Stérungsgréfien u, v, w, R und
P. Man kann aus ihnen durch Elimination von vier Groéf3en eine Differentialgleichung 2.
Ordnung fir die verbleibende fiinfte Unbekannte ableiten. Wegen der mittleren Stro-
mung u (z) und der mittleren Dichte § (z) besitzt diese DGL im allgemeinen variable
Koeffizienten. Um reale Verhiltnisse interpretieren zu kénnen, muf3 man diese Funktio-
nen entsprechend ihrem nattirlichen Verlauf berticksichtigen. Man ist dann gezwungen,
numerische Integrationen durchzufiihren.

Gesetzmillige Darstellungen der Abhidngigkeit eines Naturvorganges von den Um-
weltfaktoren gewinnt man jedoch meist nur durch analytische Losungen. Man hat da-
her frither vorwiegend Grenzflichenwellen studiert, deren Abhingigkeit im Gegen-
satz zu den eigentlichen internen Wellen fast stets analytisch dargestellt werden kann.
Grenzflichenwellen stellen jedoch einen extremen Sonderfall interner Wellen dar:
Sie besitzen nur einen Eigenwert, ihre Amplitude nimmt exponentiell ab mit wachsen-
der Entfernung von der Grenzfliche, sie sind stark geddmpft, haben geringe Energie
usw. Obgleich ihr Studium wesentlich zum Verstiandnis des Auftretens von Wellen gro-
Ber Amplitude im Inneren des Meeres beigetragen hat — es sei auf die zahlreichen
Arbeiten von A. DErANT verwiesen — kann die Interpretation von ozeanographischen
Beobachtungen mit Hilfe von Grenzflachenwellen wegen der angegebenen Abweichungen
zu mannigfachen Fehlern fiihren.

Quantitative Angaben zur Kinematik und Dynamik interner Wellen werden wesent-
lich erleichtert, wenn die in den Differentialgleichungen auftretenden Koeffizienten
konstant sind. Dies wird durch eine exponentielle Dichte- und lineare mittlere Geschwin-
digkeitsverteilung erreicht. Beide Verteilungen charakterisieren zwar nicht das wirk-
liche Meer, sie fithren jedoch auf Losungen, die prinzipiell mit denen fir beliebig
andere Verteilungen iibereinstimmen. So erhilt man im Gegensatz zum Fall der Grenz-
flichenwellen z. B. eine unendlich abzdhlbare Mannigfaltigkeit von Eigenwerten und
Eigenfunktionen und damit die Moglichkeit, erregende Kréfte nach diesen Funktionen
zu entwickeln usw. Die Losungen vermitteln eine bessere Einsicht in die wirklichen
Vorginge — dargestellt am theoretischen Modell — als Grenzflichenwellen.

In den nachstehenden Rechnungen werden wir die mittlere Geschwindigkeit vernach-
lassigen. In den Abschnitten 2—4 werden bekannte Eigenschaften der internen Welle
zusammengestellt, auf denen die nachfolgenden Abschnitte basieren.

2. Die Grundgleichungen. Interne Wellen gehorchen dem Gleichungssystem

o g§+5.v0+o.vg+f><o+vp+1“1>+Rv¢>+2§=0
oR e -z

2 -4+ 5 VR4 G TR+ T=0
C
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(3) v-v=0,
woraus mit p = 0 und § = 5 (z) das System

v
4) po FIXvedvptevdt K=0

dp dp
5 A — — O
() ot T dz

6) v - v=0

o o o o
b (1) et kann manu, v, R und P eliminieren

<o

folgt. Fiir harmonische Wellen ¢ (v, t) =
und erhilt fiir w die DGL

(7) Avw o+ St T o

2 — o2 /2w dw
© W W 0,
sl — ?

die mit f = const und I" (z) T, = const eine DGL mit konstanten Koeffizienten dar-
stellt. Hat man (7) geldst und ist die Lésung vom Typ w = W (z) eftrx+ny- ot) 5q
folgen aus den o.a. Gleichungen die anderen Unbekannten:

ir
® R=""y

L0

i (02— 12 dw

9) P=— oW
©) o (x% 4+ 7n?) dz
xo+iqgf
10 == P
(10) »? — 2
nw—ixf
(1) v=— e P.

3. Losungen der homogenen Wellengleichung durch Separation.
Mit dem obigen Separationsansatz erhédlt man aus (7) die gewthnliche DGL fiir W(z),
12W dWwW
(12) 5y FT (@) + [8T () — 2] yW = 0,
dz? dz
die mit den Randbedingungen

d

(13) d

\Y
, +gvW=0firz=0bzw. W= 0flirz=10

(14) W=0firz=H
zu 6sen ist.

Dabei bedeutet

w2 - g2

w? —f*

(15) y =
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Eigenfunktionen Wy, (z) existieren fiir die Region o > f in den Tiefen mit gT" > w? bzw.
o < fund gI’ < w2 Letzteres scheint im Ozean jedoch ohne Bedeutung zu sein.

Die Loésung von (12) — (14) mit der vereinfachten Randbedingung und I' = T,
betrigt

iz 1 /4 (o7 . ——?) (%2 L 2
(16) W(2) =SW,,e 7 sinl - /w(,g Mo —o?) (0® + ) rz2 (z—H) |
0. 2 w2 — {2 J
mit der Zusatzbedingung
(17) 1 ]/4 (gpa;wz) (41,2 —I'2 H = nm,
21 w2 — {2

die aus W = 0 fiir z = 0 folgt.

4. Losung der homogenen Wellengleichung mit Hilfe des Charakteristi-
kenverfahrens.

Der Exponentialfaktor in der Lisung (16), der durch den zweiten Term in (12) be-
dingt wird, ist ohne Bedeutung. Man kann daher (7) auf
2 w f2— o2 92w

18) e tor—wton =0

reduzieren. (18) geht durch eine eindeutig umkehrbare Transformation

(19) r=9 (x,2),s = ¢ (x, 2)

n
or\? | f2—w? 9r\2]@w | [/0s Lot gasy 2w
((m) TeT — m2<az> } orz [(ax) gl — o? (az> ]*a’"sz
ar Os 2 @ ar ds] Bw
oL O 1T 9 TV
(20) T [ax ox gl' — w? 0z azJar ds

gl — w? dz%

. E)2y+ 2 — w2 2r a\i' s 2 — w2 3%s a& .
<8x2 >61‘ <8x2 gi"—miazé)’ai o

tiber und reduziert sich bei Spezialisierung der Variablen r und s geméi@3

Or)? 4 _fi:_“mz or\® =0, 0s)\® + 2 —w® 705\ =0,
dx gl — w2\ 02 ox gl —w2\0z

21
(21) 3ty n f2 — ? 3%r _0 a%s f2 — 2 925
axz gl —w2dz2  oxt | gl —w?oz? T
auf
62»;
22) 2 ¢
(22) or os

mit der allgemeinen Losung
(28) w(r,9) = £ (1) + £ (5).
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Aus (21) folgt durch Radizieren

dz or ;or s Os /wz;f,,z,
9 R Y — [ .
(24) dx 8x/az ox 0z i] gl — ?
und somit

z_fz 22
(25) z + '/m ' x:cl,z——-]/_w 1"fx:cz.

gl P

Daher gilt fiir die neuen Koordinaten r und s

o — 2 o g2
(26) r =z /m - X,$ =2 — /m X

gy — w2 gly— w»?
womit die restlichen Gleichungen (21) erfiillt werden.

Gemal} (23) hat w die Losung

_— G P
@n wie = fl<z + ]/gro—w% >\> o <Z - VgI‘o‘wZ \>

Die Randbedingung w = 0fiirz =0 ergibt

o325 YRS o
|/ ery—a Ve ) =0
was mit

(29) f; = fHund —f; (x) = f; (—x)

erreicht wird.

=]
Aus der Randbedingung w = 0 fir z = H erhilt man weiterhin

. /‘(,1)2,;:}.2,,* e /';;27__* reo 0
- X — - .
gl — w? 2 ] gy — o?

f; ist somit periodisch mit der Wellenldnge

[
<M)x:2Hvk“ %

w2 — 2

(30) L <H +

5. Die Energie interner Wellen.

Durch Multiplikation der DGL (12) mit Wy(z) und Integration von z = 0 bisz = H
erhélt man fiir ebene Wellen unter Berticksichtigung von (8) — (11) die Energiegleichung

H H

1/ 1 [
(%)5/@@HUH@+“W@H®—§/gmmg&ﬁh:Q
L]

0

d. h. potentielle und kinetische Energie einer internen Welle n'®* Ordnung sind gleich
grof}. Mit
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L AW,

o 3
¥, dz

Wy () = W, sin” " egTo  (e—H), Uy (2) = —

(33) Rn (Z) = 119 an (Z)

o
1 _
Cn == ’0’) VV,, (Z): p=20 R~R

ergibt sich
H

1 1
(34) Eim’ = §/g Pn (Z) Zn (Z) dz = :}’ g ro CZ‘, n H,

(0]

d. h. die Energie ist dem Dichtegradienten I',, dem Amplitudenquadratder internen
Wellen ¥, sowie der Wassertiefe H proportional.
Das Verhaltnis der potentiellen Energie einer langen Oberflichenwelle,

E, = 7 f g {o%, zu jener einer internen Welle n'** Ordnung ist durch

(35) B, 1 By = 52:02 : T, Co, > H/2
gegeben.

Als Beispiele wzhlen wir

Loyw = 90 5 ™ T, = ‘3};0_;{—?‘7 em™Y gy — p, =4+ 103 g cm™3, H = 105 cm,
¢, = 102 cm.
Es ergeben sich dann folgende Werte:
n 1 2 3 4 5

Eo/En 1:5 | 1:43 | 1:06 | 1:03 | 1:02

Die Energie interner Wellen kann somit ein mehrfaches jener der Oberflichenwellen
betragen.

7. Die Entstehung interner Wellen.

In den folgenden Rechnungen werden die erregenden Krifte nach den Eigenschwin-
gungen eines rechteckigen Beckens entwickelt.

71. Die Eigenschwingungen.

Interne Seiches 1. und 2. Art wurden in einer fritheren Arbeit als ebene Wellen be-
schrieben (W. Krauss, 1963). Dreidimensionale Seiches 1. Art in einem Meer mit
0<x<L 0<y<B,0 < z < H kénnen unter Vernachlissigung der Erdrotation
(f = 0) wie folgt angesetzt werden:

u (x,y,2,t) = U (z) sinx X cos qysin ot
v (X,y,2,t) =V (z) cos xxsinnysin ot
(36) w (x, Ys 2y t) == W(z)
P (x,y, 2, t) = P*(2)
R (x,y,2,t) =R*(z) cos » x cos 1y cos w t.

Z) COS® X COS Ny sin ot

Z) COS % X COS 1 y COS w t
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. nTw m . . . .
Mitx = x, = —, 1 = =R lassen sich die Randbedingungen u = 0 firx = 0

L

und x = L sowie v = 0 fiir y = 0 und y = B befriedigen. Die Losung ist durch (16)
gegeben; die Periode betrdgt, wie G. NEumann (1949) bereits ableitete und mit MeB-
ergebnissen belegte,

(37) Ty = 2w /,,}, — ! ,,,,F'z -
gl

A ek A
|
n?H2 m? H2 4 2 <n2 mz>
x i

P T g 12+ g

Interne Seiches 2. Art besitzen im allgemeinen grofle Wellenldngen; man kann
daher die Corioliskraft nicht mehr vernachlissigen. Es 1463t sich eine Losung angeben,
die jener von G. I. Tavror (1920) fiir lange Wellen an der Meeresoberfliche in einem
rotierenden rechteckigen Becken entspricht. Wir sehen von diesen Rechnungen hier
ab; es sei jedoch angemerkt, daB3 fiir die Frequenz solcher interner Wellen

X2 + 02) He
n2 x?

(38) =12 8ol

folgt, d.h. die Periode ist ndherungsweise gleich der Trigheitsperiode. Die Formel
deckt sich mit jener fiir lange Wellen in einem unbegrenzten Meer, die fir Grenz-
flichenwellen mit demselben Resultat von A. DEranT (1957) abgeleitet wurde.

72. Die Entstehung interner Gezeitenwellen.
Entwickelt man die gezeitenerregenden Krifte 'R = K, exp {i (%oX + Moy -+ @ot) )
nach den Eigenfunktionen des Beckens, also z. B. die x-KKomponente gemal}

+ co ~+ co

Zed (X - - > T x s v
XetltoX+a ¥yt oot = 5 S Xy ety xdu, v+

[ =00 m=-—-00

+L +B

. X o 2L——17\a\. 2B—mo’

. o N +,,,7_,, y

(39) le = q LB eln Ao L 2, B ; ](l X (1y
—L —B

lx m T
= L s I = B

und fithrt dasselbe fiir die Variable ¢ == {u, v, w, p*, p*} unter Beriicksichtigung der
z-Abhingigkeit dieser Gref3en durch:

+ oo 4 co

(40 b(x,y,2 1) = X X i, (Z) el (21X F 1y ¥ + o),

[ — 00 M= -—0o0

so ergibt sich dann mit ¢ (z) = 5, el'v? das Gleichungssystem
. . ) _ S
1o, Uy, + IV, 4 10 Py = Xy,
. 7 . > — 7
1 0, Vi — Uy, -+ i Lo = Yo

d by, a
(4’1) i (O \/Vlm — 8 le + d”;” + I‘o Py = Zlm
i W, 11/;11 + T, \/\7[,” =0
dW,, .

V3¢ Upy + 19 Vi + 0.

dz



Hierin sind }A{, 3?, 7 Konstanten und die tibrigen Variablen nur von z abhingig.
Durch Laplace-Transformation geht (41) in ein inhomogenes algebraisches System
iiber, das nach der Cramerschen Regel hinsichtlich der Variablen aufgelost und in den
z-Bereich zuriicktransformiert werden kann. Die einfachen aber umfangreichen Rech-
nungen fithren auf

1 e~ ,292 T,sinaz
Won () = (T, — o) 6+ ) {1 ~ _< 2 Reosa >J

(42) - [iwo (4% + 12 Zim + To (i f— 00) Xppy — To (b + 0y 05) 3]

To
e~z ?sinaz _, ~ . ~
+ (LOZ — {2) a [(17]'” f— 5 00) X — (uf + 1 @) Yy
o
il
(43) Ry (2) = - E Wi (2)
I‘oz .
e~ 2 ?2smaz g
le (Z) = — "2 a———— m
. I'o .
1 e~ 2 %[ .smaz . A
44 — i . T
( ) W (klz + ‘sz) {1 2 (PO a + 2 cos az>] [(xl Wo 1y f) le
+ (‘Do N + 1% f) Ylm]
i, f4+ o iwoﬁlm_lem
(45) Upy (2) = — *ioT—‘fa*o Py, (2z) — —’"Toé—:'fr—
ix;—'q,,w fS(, —{—lm?v
(46) Vin (2) = — 4 P (2) — —{207_ fzﬂf .

mit

— g r,— (‘)02 i 1—‘02
(47) a .l/moz_f2 (%12 + ')mz) - 71‘*

Um die weiteren Rechnungen nicht durch kleine bzw. unwesentliche Terme zu be-
lasten, werden folgende Vereinfachungen vorgenommen:

Xlz I"Z
(48) gl > o2 gl > il d. h. lange Wellen
Wy

1,, = 0 d. h. unendlich lange Wellenkdmme.
Hieraus folgen weiter
To
49) ¢ ° ~L,V(@=VY=0.
Die Losung (42) vereinfacht sich dann zu
Wi () = { (.F” oFYL— o ‘:_}:_;> L gntq/ 8L
A 2 gu? ]/1 — 12[05,? ] 1 — f2[w?




(50)

Analoge Lésungen hat man {iir die anderen Unbekannten. Die Randbedmgung W, =0
fir z = H fordert in (50) das Verschwinden der Faktoren von X, und Z;:

(r 0o V1 — 12w 1 ) R
2g VT =1ap Ve T
%) gI'
s H—1
(51) o W, cos: ] 1 - fzfmo
gu wq/ gl
sm' l/l—f”/mz H
und
w1/  gTs
AU [Vl S H— 1
52 e o 1= a2 Py, V [ — 2w, 4
2 )/aTy % / e,
sin b /.50
R, ] 1 — 12w
Damit erhilt (50) die Form
}21 0, x / g r 7
= —— 4 1 — cos —— .80
e T R [ P
% gD,
o S .. H
08 0, 1 — £2[0,2 ! 3 gl,
+ — e - sin - — T—jfz/z;?
sin M = g&——r— H @ °
o 1 — f2/w,?
(59) + 2& 1 — cos L :E‘L_A " z -+
gl 0, I —f2[w,2
%~/ gl
B VA o H_.1 I
cos o, V 1 — 12],2 % g,
-+ et e — §1 1 2
51nxi/»»—§&—~ H e
% ] 1 — 2/ 2

Als Resonanzwellenzahl »;, durch die der Resonanzfaktor gegen — oo geht, ergibt sich
@n—1D= m,,]/l — 12fo? ’
— 3
VeT, H

¥ =
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d. h. es gibt Partialwellen in der Entwicklung der gezeitenerregenden Kraft, gegeben
durch die Wellenlidngen

/gT,
(54) = 2Ve
@2n—1) 0,1 — fZ/%
bei denen die Amplituden der erzwungenen internen Gezeitenwellen gegen Unendlich
streben. Die Wellenldnge ist identisch mit jener von freien Wellen der Gezeitenperiode.

Erzwungene interne Gezeitenwellen treten somit stets dann auf, wenn die Entwick-
lung der gezeitenerregenden Kraft nach den Dimensionen des Meeresbeckens Partial-
wellen enthilt, die mit den freien internen Gezeitenwellen des Beckens tibereinstimmen.
Es wird dann eine Schwingung mit Resonanzfrequenz des Meeres angeregt.

73. Luftdruckbedingte interne Wellen im unbegrenzten Meer.

In Analogie zum Gezeitenproblem gilt fiir lange Wellen

d? Wlmn V12 —} Ui ,,,

7(1722—% gl 47_-{‘2 V\’Imnzo
dwlm,” . im“ (7‘712 + 'flmz)
dz B (0,2 — f2)

Wlmn = (0 furz = H.

Es soll zunichst von der weiteren Bedingung W = 0 fiir z = 0, die in jedem Falle
niherungsweise gilt, abgesehen werden.
Durch Laplace-Transformation folgt aus (55) mit

gF?, (y:lz—{— 7]1112)

(55) Po,Imu frz=0

Aln” = (‘)“2 e
D, 1 dW (z = 0)
D, = - “ = 0 —
(56) \/\/’"”I ( 2) Dlz + 31"”12 W (Z ) + Dzz + 31"”12 dZ ’

so daf3

i (‘)n almn

(57) Wlmn (Z) =W (Z = 0) COS Ay Z - g P

Po, tmn S Ay Z

resultiert. Wegen der Randbedingung am Meeresboden wird

i Wy alnm

Pa, Imn tg Almn H:
gs I,

(58) W (z=0) =

so daf} eine endgiiltige Losung

i, P, Tn Klz o’ ) / o (yl ’)m )
5 7 — : / S B0 S A Sin e i
( 9) V\’Imn (Z) - l g P (0)” 2) { ] f2

g 0 (}(1 + N ) /vo (Kl + '7;)1 )7 7
—ts ]/ 0,2 — {2 Hcos ] 22 ‘ }

lautet. Der zweite Term des Klammerausdruckes enthilt wiederum Resonanzwellen-
langen, gegeben durch
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gPo (xlz -+ ")mz) o (2n - 1)2 n?

0,2 — 2 4HE
oder, in anderer Schreibweise
4 gl (XIZ + ")mz) H?
60 2={2 0N
( ) 0y + (21‘1 _ 1)2n2

Diese Losung ist jedoch physikalisch wertlos, da der Resonanzfaktor in Verbindung
/g Ty (XIZ + 02)
0,2 — 2
Meeresoberfliche z = 0 bewirkt. Wir haben deshalb auch hier zu (55)

(61) W, =0firz=20

hinzuzufiigen, so daf} aus (57)

(62) \N/m» (Z) _ i Wy, Po, Inn ]/ Xzz +J]l{z? sin ]/g 1“? <(XIZ + n“‘z), ,

mit cos z auftritt und somit eine unendlich gro3e Amplitude an der

5 gl, (0 2 —12) o, — [2
folgt.
Zur Exfillung der Randbedingung am Meeresboden mulf3
gPo (xlz -+ "111;2) r? n?
0,2 — 2 - H2°
d. h.

gl (Mlz + 73)”2) H?
2

63) ottt ",
sein. (63) besagt, daBB nur jene Partialwellen aus dem Spektrum eines groBrdumigen
Luftdruckfeldes (%;, «,, klein) interne Wellen bedingen, deren Periode gemidB (63)
nahezu der Trigheitsperiode entspricht. Mit Py, =20 m b == 2 - 10~% g cm™ sec™?,
o2~ 02 — 2= 10"8sec? » =1, =6 - 108 cm™, gI', = 10~ sec? ergibt sich
ein maximales Wy, ~ 17 - 10~2 cm sec™!, dem eine Amplitude { ~ 17 m entspricht.

74. Windbedingte interne Wellen.

Hierbei hat man die Reibungsterme in den Bewegungsgleichungen mit zu beriick-
sichtigen. Bei kleinrdumigen Windfeldern kann man die Corioliskraft vernachléssigen

° .
und ebene Wellen betrachten. Wegen v =1{ = o n = 0 erhdlt man mit

-+ 00 + co
(64’) l,') (X, z, t) . X > Jr'mn (z) el (% x + “’mt)> (‘b = [_], \7, \/V, P, Ty
M= —00 N = — 00

(7, keine Funktionswerte von z)
das System (T' = (0, 0, I,).
. d? .
(65) 1oy, — (J‘CTZ?: U, + 1%, P = 0

. d _
(66) 1w, \Nmn — g Rum '{" < l '+_ 10) Pmn =0

az
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(67) iwm Rmn ‘%‘ ro anm =0
AW _
dz
Durch Laplace-Transformation nach z folgt hieraus mit U = U (D,) = £ {U,,,} usw.,
U, = U,,, (z = 0) und den Randbedingungen fiir z = 0
(1 o, — D2 U + il = + v, — pU, D,
iu),,,W —gR 4 (D, 4+ I‘o) P=20
iw,, R4+T,W =20
ix, U 4 D,W = 0.
Die Determinante des homogenen Systems ist durch das Polynom
(70) P (Dz) =ipe,D?!+ipe, T'D2 + wm2 D2 + “);rt2F0 D, + x;12 (gro — ,?)

gegeben. Sind «, die Nullstellen von (70) und stellt g(D,) das Polynom dar, das der-
jenigen Determinante von (69) entspricht, die durch Ersetzen der Koeffizienten von W
durch die inhomogenen Terme entsteht, so lautet die Losung fiir W, entsprechend
dem Entwicklungssatz

(D k d

(71) W, = ﬂ_lj gLi)] = X ’g, (ak) e’ (p' = p .

1P @) Wz dz

Zur Vereinfachung der Losung vernachlidssigen wir im Polynom (70) die Terme mit

D,? und D,. Dies ist immer moglich, solange | D, ' >> T, ist. Fiir sinusoidale Vertikal-
verteilungen von W, kann man magn | D, | durch die vertikale Wellenzahl vy = n=/H
abschitzen. In diesem Falle ist die obige Vernachlassigung wegen Iy ~ 10~ cm™1,
v ~ 10~% cm™! stets berechtigt. Das hierdurch erhaltene Polynom
(72> p(D)) =ipo, DA+ 0,2D2 + n,2 (gPD——-— 07
hat die Nullstellen
(13) a= = ]/w * l/ B LS ST

2p 4 p2

lj‘ (1)‘”

(68) i X Umn ”}"

(69)

. (‘)mz i (gFa - ‘-')mz) Xn2 . | . Qe |
Im Radikanden T - o —- 1st der Realteil bedeutend groBer als der
. m

Imaginirteil, man kann daher fur (73)

; - T — . 2% 2y h
(74) o= ]/1;’ {(1 L1 (1 —g; 8T i;ﬂﬁii + ))}
I ;
schreiben und erhilt die Ndherungswerte

. 1 i fo, Y
(73) Oy o R + ]/2 ]/ AV- y 03,4 N I 1(;3,}:'/ (gIO - (omz)
Das Polynom g (D,) lautet
(76) g (D;) = Ky Oy (V’ U, D —n, D.),

so daB die Losung (71) die Form

Ty W b Uen =)
mn

N I eockz
y 3
k=1 41("‘0‘14 + 2 o, %

annimmt,
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Fiir o, , beschreiben e*2* stark gedampfte Wellen; selbst mit den optimalen Werten
1 +1i .

'27 - 1078 cm™, so daB3 eine Welle
mit der Abklingtiefe 2103 cm resultiert. Unter Berlicksichtigung der Erdrotation
wiirde dieser Losungstyp der Horizontalgeschwindigkeit der Ekman-Spirale entsprechen.
In diesem Zusammenhang interessieren lediglich die internen Wellen, die durch e, o4
beschrieben werden. Sie sind durch

[ T 2),, 2 T — o 2) .2
l_ pu, Bl ot /(g ; w«:» ) %2

2
Oy

+4 l*( l/ (gI‘ - (’)ﬂ > >'n ) +9 (mel / (gI ”'ir“)m ) y”
"’m L‘)m

gegeben. Die Realteile in (78) sind vemachlasmgbm klein; eine Nédherung ist daher

©,, = 107t sec7l, p. = 10+% cm? sec™! folgt o), =

1/ gl “nz)/n

Ot

(78) \Nnm =

+ + + + o Ty e
> > > o, Tx, o (8l — o, %) %2
(79) W = = S W, &~ z Y o =2sin z,
m=—00 N = —00 m=-—00 n=-—00 (o7 m
wobei zur Erfiillung der Randbedingung am Meeresboden z = H
\/ (g Po - ")mz) Xy 2 _ rw
(1))1.12 H

sein mul.
Dies zeigt, daf3 diejenigen spektralen Komponenten =, des Windfeldes, die sich mit
moglichen Stabilitdtsschwingungen decken, zur Entstehung solcher Wellen fiihren.
Bei groBraumigen Windfeldern hat man die Corioliskraft zu berticksichtigen; dies
fiihrt jedoch zu Schwierigkeiten.

8. Reibungseinflisse.

Wir betrachten ebene interne Wellen el(»x + @0’ auf einer nichtrotierenden Erde.
Es gelten die Gleichungen

d d
o — . 4+ 1ixP =0
(81) (1() dzu dZ>U 1%
) dP
(82) ioW—gR+4 -——4+TP=0
dz
(83) iocR4+TW=20
1W
84) ixU +° " =0.

dz

Setzt man U aus (84) in (81) und R aus (83) in (82) ein, so erhélt man
1 1\ IdW
fo— ¢ (1.( . +xP =0
dz " dz/ » dz

(85) Ip
(8T — ) W 4 m(i{z + I‘P) =,

woraus als DGL fir W(z)
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El“lv\N gfliL+F\d3W 1d?p ie  Tdp\d2W
dz! pdz /dz3 ndz P 1}:dz/ dz?
86
(86) ol dW (gl — w?) »?
_rer 8 TSSO we=0
pw dz © @
folgt.

Uber den Reibungskoeffizienten ist wenig bekannt, da er jedoch von der GroBen-
ordnung 1 bis 102 cm? sec~! ist, kann man als maximale Werte fiir Ap/p. ~ 10/102 = 101

1d
annehmen. Fiir p gilt hingegen A /p ~ 10-3/1 = 10-%, Fiir (86) wird man daher - .i“ ~T

pdz
annehmen miissen; dennoch ist fiir sinusoidale Wellen der erste Term erheblich grofler
als der zweite, so daf} (86) im allgemeinen auf

d*W  led*W | (g — ?) »?

7 - — =
(87) dzt p dz? P W=0
reduziert werden kann.

Eine Losung ist (I' = T', = const)
(88) W =W, sin v, 2 <Y,, = “,.’E)
H
mit der charakteristischen Gleichung
1w 1 (gl — »,2) »?
(89) \'»14 + -2 Y)12 - (g : ) =0,
v oy 1

woraus fiir die Frequenz o,

i vt B2y, ¢ <gIT X
(90) o, = - —5—— / — g s
S e e 4o T 2

bzw. wegen v,2 3> x?

i l‘l' R{”2 7.7277; 4
(91) o, 9 -}~ 1174(;1 )
folgt. Mit gl', ~ 1078 sec2, x® ~ 10712 cm™2, ¥2 ~ 1071° cm™2 erkennt man, daB3 der erste
Term generell wesentlich gréfler ist als der zweite, so daBl der Radikand positiv ist.
Gemil (17) stellt

die Frequenzen der Welle im reibungsfreien Medium dar. Man erhilt somit fir die
TFrequenz im reibungsbehafteten Medium

\ pEy ipy
93) w, ~ ]/wo, 2 — B ] + "’75’" B

Die Frequenz erfiahrt infolge der Reibung eine unwesentliche Verkleinerung und die
Welle wird gemif exp (—p.v,2t/2) geddmpft. Der Dampfungskoeffizient ist proportional

nmw
dem Reibungskoeffizienten @, dem Quadrat der Ordnung n der internen Welle <‘{,, = "ijI—)
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und umgekehrt proportional dem Quadrat der Wassertiefe H. Die Abklingzeit <, d. h.
diejenige Zeit, nach der die Amplitude auf 1/e = 0,368 des Ausgangswertes abgeklungen
ist, betragt

oy .2 2
(J4) T I Ynz = P‘nz w2’

d. h. ist (in der obigen Naherung) von der Periode unabhingig. Die Werte gemaB (94)
sind lediglich im Flachwasser von Bedeutung. So erhdlt man mit g = 102 cm? sec™
und H = 100 m fir die internen Wellen 1. Ordnung 1, ~ 2 - 10° sec, d. h. ca. 2,3 Tage,
fiir die 5. Ordnung ca. 0,1 Tage. In der Tiefsee erhdlt man mit H = 3 - 105 cm, ¢ =
10 cm? sec™! eine Abklingzeit 7, ~ 2 - 10%/n2 sec, so daB selbst interne Wellen 1% Ord-
nung nach ca. 2 - 107 sec, d. h. ca. 230 Tage auf 0,368 des Ausgangswertes abklingen.
Dieses Ergebnis ist sehr befremdend. Zwar deuten alle MeBreihen, die ein permanentes
Auftreten interner Wellen im Meer zeigen, darauf hin, dal3 interne Wellen bedeutend
weniger gedampft werden als Grenzflichenwellen; die obigen Zahlenwerte tiberraschen
dennoch. Auf der Basis der Theorie, die jede Vermischung ausschlief3t, scheint es je-
doch keine erwahnenswerte Ddmpfung zu geben. Vielleicht erklart dies, warum interne
Wellen eine so permanent beobachtete Erscheinung im Ozean sind.
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