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Aus dem Institut fiir Meereskunde der Universitit Kiel

Zur Theorie zweidimensionaler nichtlinearer interner Wellen
in stetig geschichteten Medien

Von LorENZ MAGAARD

Zusammenfassung: Es werden exakte Wellengleichungen fiir beliebige instationire zweidimen-
sionale interne Wellen endlicher Amplitude in inkompressiblen stetig geschichteten Medien aufge-
stellt. Fir den Spezialfall mit konstanter Phasengeschwindigkeit c¢ fortschreitender interner Wellen
wird ein erstes Integral gefunden, das fiir ¢ = 0 mit der Gleichung von R. R. Lonc (1953) fir sta-
tiondre (Lee-) Wellen tibereinstimmt. Einige exakte Losungen dieser Gleichung (C. S. Yin, 1960)
werden in Bezug auf interne Wellen diskutiert. Es wird gezeigt, daB fiir diese Losungen die Wellen-
linge von der Amplitude unabhingig ist, widhrend das Wellenprofil fiir gro8e Amplituden stark
von der Sinusform abweicht (Abb. 1). Das Auftreten von Wellen solchen Profils wird durch Beob-
achtungen im Meere verifiziert (Abb. 2 und 3).

On the theory of two-dimensional nonlinear internal waves in continuously stratified media.
(Summary): Exact wave equations for non-stationary two-dimensional internal waves of finite
amplitude in incompressible continuously stratified media have been derived. A first integral has
been found for the special case of progressive waves with a constant phase speed c. For ¢ = 0, this
integral is identical with R.R. Long’s equation (1953) for stationary flow (especially lee-waves).
Some exact solutions of this equation (C. S. Y1, 1960) have been discussed with respect to internal
waves. It has been shown, that for these solutions the wave length is independent of the amplitude
whereas the wave profile is strongly distorted compared with a sine wave (fig. 1). The occurence of
waves with such a distorted profile is verified by observations in the sea (fig. 2 and 3).

I. Einleitung

Theoretische Studien interner Wellen wurden bisher meist mit Hilfe der Stérungs-
rechnung durchgefithrt. Die zahlreichen Resultate dieser Untersuchungen interner
Wellen infinitesimaler Amplitude wurden kiirzlich von W. Krauss (1965) zusammen-
fassend dargestellt. In dieser Arbeit werden zweidimensionale Bewegungsvorginge in
inkompressiblen reibungsfreien Medien unter Vernachldssigung der Corioliskraft
betrachtet. Aufler den eben genannten einschriankenden Voraussetzungen sollen dabei
keinerlei Vernachldssigungungen, etwa der nichtlinearen Glieder, vorgenommen werden.

II. Herleitung der Wellengleichungen fur beliebige instationdre Wellen

Bewegungenin einem vertikalen Schnitt eines reibungsfreien inkompressiblen Mediums
unter dem Einflufl der Schwerkraft als einziger duflerer Kraft werden bei Vernachlassi-
gung der Corioliskraft durch die Gleichungen

(1) p(ut +uux + wuz) + px=20
(2) olwt+uwx +ww,—g) +p.=0
(3) ux + wz =0

(4) pt + upx + wez = 0

beschrieben. Dabei bedeuten

u  Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung (x-Achse horizontal in beliebiger
Richtung)
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w  Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung (z-Achse vertikal nach unten ge-

richtet)
p  Druck
e Dichte

g  Erdbeschleunigung.

Die Indizes bezeichnen partielle Ableitungen.
Als Randbedingungen sollen hier

(5) w=0firz =0 (ungestérte Oberfliche)

(6) w=0ftirz= H (ebener Boden in konstanter Tiefe H)
gefordert werden.

Wegen (3) kann man eine Stromfunktion ¢ (x, z, t) gemil3

(7 $ =u

(8) dx = —w

einfithren. Elimination von p aus (1) und (2) ergibt

9) awpx + Bez +vp =0

mit

(10) o=gxt+J (s ) + 8

(11) B=dat +J (42, 4)

(12) Y=ot = A4 £ J (84, ).
Dabei bedeutet J ($1, $2) = d1x Y22 — 1z $2x die Funktionaldeterminante von

¢1, $2 hinsichtlich x, z. Nach Einfihrung von

(13) f(x,2z,t) = loge (x, 2, t)

als neue unbekannte Funktion hat man also das Gleichungssystem

(14) afx + Bfe = —x

(15) Yofxy —dxf, +ft =0

zu behandeln. Fafit man (14), (15) als lineares inhomogenes Gleichungssystem fir die
GroBen fy, f; und ft auf, so erhilt man als allgemeine Lésung

(16) vf=xa+ b

Dabei sind v, ¢ und b Vektoren mit den Komponenten

a o 0 Y Y
(5;; 32 a>’ (B, —a, 3) und (g b 5 bz, 0)

mit

(17) 8= —agx— P

A ist eine willkiirliche skalare Funktion. Aus (16) erhilt man als Integrabilititsbedingung
(18) VAX a+2v Xa+ v xb=0

und daraus durch skalare Multiplikation mit a
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(19) ra- (v Xxa)+a-(vxDb=0

Damit wird (16) zu

_a-(vx b
(20) Vf——ma)a+b
und (18) zu
a-(v x Db .
(21) \% X<_ma+b>—0.

(21) ist ein System notwendiger und hinreichender Gleichungen in der Stromfunktion ¢
allein. Hat man eine Losung von (21) gefunden, so ist das zugehorige p durch (20) bis auf
eine additive Koustante eindeutig bestimmt. Durch (7) und (8) sind u und w eindeutig
bestimmt, und p ist durch (1) und (2) bis auf eine additive Funktion von t festgelegt.

Da man bei der Untersuchung interner Wellen die Dichte nicht nur an einem einzi-
gen Raum-Zeit-Punkt vorgeben mochte sondern z. B. das zeitliche Mittel der Dichte
an allen Raumpunkten, ist es zweckmiBig, das Studium der internen Wellen nicht auf
(21) sondern auf (20) aufzubauen. Man kann dann ¢ (x, z, t = 0) oder p (x = 0, z, t)
vorgeben. (Vorgabe von ¢ (x, z = 0, t) ist unzweckmiBig). Das entspricht der Vor-
gabe von § (x, z) bei der Stérungsrechnung, wenngleich hier § (x, z) im Falle seiner
Existenz nicht exakt gleich p (x, z, t = 0) bzw. p (x = 0, z, t) zu sein braucht.

(Bei Sinuswellen 148t sich § (z) exakt durch Anfangsbedingungen in ¢ (x, z, t) aus-
driicken: Im Falle einer stehenden Welle gibt es ein t = to mit § (z) = p (X, 2, to); Im
Falle einer fortschreitenden Welle gibt es nach Einfithrung einer Koordinates = x —c't
(vgl. (34)) ein s = so mit § (z) = p (so, 2)).

Gibt manp (x, z, t = 0) vor, so erhilt man aus (20)

t

. 1) — L0 [6:(v xXDb)
(22) f(x> yt)—f(x’ :0) /&"‘madt
0
sowie
: a- (v xDb) a-(v X b) Y
fx (x, z — R Sl St TR — Py =
(23) x (%, 2, 0) /[a-(vxa)s]xdt+a~(vxa)ﬁ s =0
0
und
t
_ [[elvx b _avxb oy
(24) fz (x, z, 0) /[a.(vx‘w%}zdt o (v X o SQJz—O.
0
Gibt man p (x = 0, z, t) vor, so erhilt man aus (20)
B C [[a-@xB), v
(25) f(x,2, t) =1(0,zt) /[mﬁ énpx d x
0

sowie
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und

. ’ a- (v X b) Y _a-(vxb) Y,
(27) fz (0, z, t) / la (% X’a) (.J) —_— ’8' drlx}z dX **‘Vf-—’——-—(x ’qJZ = 0.
0

Die Systeme (23), (24) bzw. (26), (27) sind die Gleichungen fiir interne Wellen.
Selbstverstandlich konnen die Gleichungen auch nichtperiodische Lésungen haben.
Wie tiblich werden hier Gleichungen, die neben anderen Vorgidngen wellenartige
Vorgénge beschreiben, als Wellengleichungen bezeichnet.

Zur besseren Einsicht in die Bedeutung der Gleichungen werden ihre linearen Anteile
in ¢ bzw. den Ableitungen von ¢ berechnet. Esist

(28) a (v X b)=A¢t+ ...

und

(29) A (Vv X a)=—g (g¥sx + dztt) + ... .

Damit werden die linearen Anteile von (23), (24) und (26), (27)

(30) px (x,2,0) =0

(31) Mgt B0 ) = 0
e (z,0)

und

(32) et (0,z,t) =0

(39) At 0D e g =0
e (0,2)

Da dasp (x, z, 0) bzw. p (0, z, t), wie oben erwdhnt, dem § (x, z) der Stérungsrechnung
entspricht, ergeben sich hier dieselben Resultate wie die der linearen Theorie: § darf
nur von z abhingen, und (31) bzw. (33) ist die bekannte Wellengleichung interner
Wellen infinitesimaler Amplitude (vgl. z. B. beit W. Krauss (1965)).

Damit ist der Zusammenhang der Systeme (23), (24) bzw. (26), (27) mit den bisher
bekannten Ergebnissen hergestellt.

Bisher ist es nicht gelungen, die Gleichungssysteme in voller Allgemeinheit zu l6sen.
Wesentliche Fortschritte sind jedoch mdoglich, wenn man sich auf den Spezialfall von
Wellen, die mit einer konstanten Phasengeschwindigkeit c fortschreiten, beschrankt.

III. Die Wellengleichung fiir fortschreitende interne Wellen

Zur Behandlung interner Wellen, die mit einer konstanten Phasengeschwindigkeit ¢
fortschreiten, wird eine neue unabhingige Variable s gemil3

(34) s=x—ct
eingefithrt. Dadurch werden (14) und (15) zu
(35) ofs + B, =—v

25



und

(36) Yz —c) fs — s f, = 0
mit

(37) o= —ctbs+J (s, §) + g,
(38) B=—cdbss+J (4, ¢)
und

(39) y=—cAds+J(Ad,4).
Statt (16) erhidlt man als eindeutige Losung von (35), (36)
(40) fs:@r‘gc%

(41) f, = KS}—C (4 — c)
mit

(42) = —oas— B s

Gibt man p (s = 0, z) vor, so erhélt man aus (40 und (41)

(43) (s, 7) = / s

und

44 T v le—eo)

(44) P+/[s+gc]zds 5+pc O
gL

mit

4_ — Pz 0122

(45) r 00

Statt des Gleichungspaares (23), (24) bzw. (26), (27) hat man also im Falle fort-
schreitender interner Wellen nur eine einzige Wellengleichung, namlich (44). (44) enthalt
als linearen Anteil

(46) A¢5+P4’zs+g?21:¢s:0.

(46) hat fir I' = T'o = const. die periodischen Lésungen

I‘
(47) Un (3, 2) = done— 22 sin ‘;{l’z sin ¥ s
mit
(48) ot — S o n?r? I
X n®

ot H2 4

26



IV. Eine andere Formulierung der Wellengleichung

Zur weiteren Behandlung der Wellengleichung wird eine modifizierte Stromfunktion
¢ gemal

(49) ¢(s,2) =¥ (s,2) —cz
eingefithrt. Dadurch wird

(50) «=1J (95, 0) + g

(51) E=1J (¢, )

(52) v=J (Ao )

und

(53) 8+Bc:fg@s—éj(%2+cpz2,@)~

Die Wellengleichung wird also formal einfacher. Ein weit wesentlicherer Vorteil
ergibt sich aber dartiber hinaus: Durch (49) wird (36) zu

(54) J(e,9) =0,
woraus
(55) p=r(9)
folgt. Setzt man das in (35) ein, so erhilt man
dp
(56) (3+80) " —ve=0.
¢

Die Gleichungssysteme (43), (44) und (55), (56) sind beide dem System (35), (36)
dquivalent. Also sind (43), (44) und (55), (56) d4quivalent, und man kann die Behand-
lung fortschreitender interner Wellen statt mit (43), (44) nun mit dem bedeutend ein-
facheren System (55), (56) durchfithren, wobei (56) nunmehr die Wellengleichung ist.

V. Ein erstes Integral der Wellengleichung
Mit (52), (53) wird (56) zu

1 1d
(57) {g @s + §J (ps® + o2, @)}~dp +J (Ae,¢) = 0.
o

Das 148t sich auch darstellen als

lde |1
(58) Jide + -y gl +ed) —gz ,<9]=0-
THE: J
Damit gewinnt man ein erstes Integral der Wellengleichung (56):
Ide[1
(59) Ao+ -5 (o + @) —gz | = F(e),
pde|2

wobei F (¢) eine willkiirliche Funktion ist. Setzt man in (59) ¢ = 0 (d. h. ersetzt man
¢ durch ¢), so ergibt sich eine Gleichung, die R. R. Long (1953) fir stationidre Bewegun-
gen, insbesondere Leewellen, abgeleitet hat. Mit Hilfe der Transformation
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(60) <p'=/1fp'd<p
geht (59) in

de
do’
tiber (C. S. YIH, 1958). Die willkiirliche Funktion G (¢') kann z. B. durch Vorgabe
der Funktionen ¢, ¢'s, ¢'ss fiir s = 0 festgelegt werden. Die Gleichungen (59) und (61)

kann man auch als Variationsprobleme formulieren. (59) und (61) sind Eulersche
Gleichungen zu den Funktionalen

(61) Ao —gz = G (¢")

H L

(62) I(‘P)=//{%(@SZ—F@Zz)+gPZ+prdcp}dsdz

00
(R. R. Lo, 1953)
bzw.

MR
(63) I(¢") = // {%(@lsz + ¢’ + gez + f G (¢") dcp'}dsdz

00

(L willkiirlich).

VI. Einige exakte Losungen der Wellengleichung

In dieser Arbeit interessieren nur Losungen der Wellengleichung, die die Randbedin-
gungen
(64) ¢'s=0firz=0undz =H
erfiillen, die ferner in s periodisch sind und die zu einer stabilen mittleren Dichte geh6ren.

d

Im Falle, daB3 = *
de
von (61) auffinden. Diese Losungen wurden (fiir ¢ = 0) von C. S. Y1 (1960) dargestellt.
Sie werden dort insbesondere zum Studium von Leewellen benutzt (unperiodische
Bewegungen stromaufwirts).

Die hier interessierenden periodischen Losungen werden zwar erwédhnt, aber nicht im
Hinblick auf fortschreitende interne Wellen ausfithrlich diskutiert. Daher soll hier ein
Losungstyp in Bezug aufinterne Wellen diskutiert werden.

und G(¢’) lineare Funktionen von ¢’ sind, kann man Loésungen

Es sei

(65) o = e = comt

und

(66) G (¢') = 1 ¢’ mitn = const. .
Damit wird (61) zu

(67) Ao —mno' =gez

Durch Separation des homogenen Teiles von (67) findet man die in s periodischen
und die Randbedingungen (64) befriedigenden Losungen
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(68) oh = — gy + Cmsin}/— m z 4+ Con cos ]/:—7'/):”2

+ (Ansin xn s + Bn cos »n s) sin n I:EI z

mit
n2 2

2

(69) n? = — g —

Fir die weitere Diskussion wollen wir uns auf den Fall

(70) Cln =Cn=Ba=0
beschrinken.

Da gemill (69) verschiedene »n moglich sind, gehort entsprechend der Beziehung
(71) Cn =

bei fester Frequenz o zu jeder Losung ¢'n ein verschiedenes cn. Eine additive Uberlage-
rung von Loésungen ¢'n, wie sie bei stationdren Wellen (C. S. Yir, 1960) moglich ist,
fihrt hier zu keiner internen Welle mehr, die mit konstanter Phasengeschwindigkeit c
fortschreitet, da die additiven Anteile verschiedene Geschwindigkeiten haben. Jedes
¢'n wird daher als eine Einzellésung angesehen.

Aus (65) und (68) folgt mit (70)

(72) pn = po + en [—&?— z«}—AnsinxnssinnTcz].
Nn H
An
.y . . 1 2
Fir die mittlere Dichte ¢ (z) = N en (s,2) ds g =
n Xn
0
hat man damit
(73) p(z) =90+ 22
mit
gen® s
(74) — Y.~ = pz = const. (unabhéngig von n).
T)n
Daraus erhilt man
g E:n2
75 = — S .
(75) ;

Bezeichnet man noch die Amplitude der Dichtestérung mit
(76) P,n = E€n An,

so erhdlt man fiir willkiirliche n, e, p'n und §, exakte Lésungen der hydrodynamischen
Gleichungen:
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(77) pn (X, 2,t) = p (2) + p'nsinn % z sin % (X — cat)

I p’n Tf . Pz
n —=-—Cos N—=2 sin »n (X — cat) + —
H €n H €n
(78) un (X,2,t) = cn + e S
Ven
®n . ™
— ¢'n sin D fy Z COS %n (x — cat)
(79) wa (x, 2, t) = — 2 -
Ven
mit
2 2 2
(80) 2= T

VII. Diskussion der Lésungen

Die weitere Diskussion wird ohne wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit
auf den Fall n = 1 beschridnkt. (Der Index n = | wird dann weggelassen.)

a) Das Wellenprofil
Die Isopykne p = p (0, 2zo0) habe die Tiefenlage z = z (s, zo0); dann gilt gemil (77)

(81) p (0, 20) = § [z (s, 20)] + ¢ sinx s sin :I, z (s, Zo).

Die Auslenkung ¢ (s, zo) der Flussigkeitsteilchen (nach oben positiv gerechnet) aus
ihrer Ruhelage z = zo wird gegeben durch

(82) € (s, 2o) = 2o — 2z (S, Zo).
Aus (82) und (81) folgt

(83) C (s, 20) = »;il sin % s sin {;I [zo — € (s, 20)] } .

Die Extrema von { (s, z) haben dieselben Abszissen wie die Extrema von sin x s.
Damit erhdlt man das Resultat: Die Wellenldnge interner Wellen ist (jeden-
falls in dem betrachteten Beispiel) von der Wellenhéhe unabhingig.
Aus (77) erhidlt man ferner als Bedingung dafiir, daB die Auslenkung der Fliissigkeits-

’

H
teilchen nicht tiber die Rander herausfiihrt, die Ungleichung ? < —. Fihrt man Ag =
Pz T

8 (H) — po ein, so lautet die Bedingung

J'OI

A
(84) o < = 0,318 A ;.
3

Legende zu der nebenstehenden Abbildung (Tafel 1)

Abb. 1: Interne Wellen groBer Amplitude (Darstellung der Isopyknen). Es bedeuten A die Wellen-
lange und H die Wassertiefe. Links die mittlere Dichte mit willkiirlichem A'.
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Abb. 1 gibt die Verteilung der Auslenkungen ¢ (s, zo) als Losung der impliziten
transzendenten Gleichung (83) fir den Fall o’ = 0,3 Ag an, zeigt also einen Fall, in
dem die groBB¢moglichen Amplituden nahezu angenommen werden.

Es sei besonders hervorgehoben, daB die GroBe von A p dabei willkiirlich ist, d. h.
Verzerrungen der Wellen, wie Abb. | sie zeigt, sind unabhingig von der Stiarke der
Schichtung und kénnen daher insbesondere auch in Medien mit schwacher Schichtung,
z. B. im Meere durchaus auftreten.

Zahlreiche Beobachtungen oberflichennaher interner Wellen grofer Amplitude im
Meere zeigen die in Abb. 1 dargestellten breiten Wellenkimme und spitzen Wellen-
tialer. Zwei Beispiele solcher Beobachtungen (V. VarLpez (1960) und E. C. LaFonp
(1962)) sind in Abb. 2 und Abb. 3 wiedergegeben.

Theoretische Untersuchungen von W. Krauss (1961) haben ferner fiir kurze fort-
schreitende interne Grenzflichenwellen dieselbe Struktur des Wellenprofils ergeben.

b) Die Wellenlidnge
Die Wellenlinge wird durch die charakteristische Gleichung (80) gegeben. Zur
A

. - . . — 1
weiteren Untersuchung wird die Konstante e mit dem mittleren Stromu (z) = ;\/u (s,z) ds

0
in Verbindung gebracht.
Es ist
- 1 5
(85) W) me o,
Ve(2)

Zum Vergleich mit der linearen Theorie, in der man mit verschwindendem u (z)
arbeiten kann, wird € nun so gewihlt, daB u (z) méglichst klein wird. Fiir schwache
Schichtung erhilt man dann

(86) e — 2
C ]/po
Setzt man das in (80) ein, so ergibt sich
»_ 8f ™
(87) = o IR

Dieses Resultat stimmt fiir schwache Schichtung ndherungsweise mit (48) (firn = 1)
iberein. Da, wie gezeigt, die Wellenlinge nicht von der Wellenhshe abhzingt, ist na-
tiirlich plausibel, daB man hier die Wellenlinge fiir interne Wellen infinitesimaler
Amplitude erhilt.

Legenden zu den nebenstehenden Abbildungen (Tafel 2)
Abb. 2: Ein Beobachtungsbeispiel oberflichennaher interner Wellen (Darstellung der Isothermen,
Temperaturen in ° Fahrenheit) (nach E. C. LaFonp, 1962).

Abb. 3: Interne Wellen in einem Echogramm (nach V. VALDEz, 1960). Position: ¢ = 8°43’4"" S,
3 = 13°4’5"" E, Wassertiefe 110 m. Die. Wellenhéhe betrdgt rund 30 m.
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